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マルチ・シンプレティック法による音波の計算
Multi-Symplectic methods for sound waves
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The symplectic integration (SI) methods have been proven to be accurate and efficient for long time integration

of ordinary differential equations. SI methods are also successfully applied to the wave equations, although the

symplectic structure is partially considered. Recently, a new theoretical framework called multi-symplectic (MS)
method is proposed which take into account both the spatial and temporal symplectic structures of the system.

Since it is natural to expect that many advantages of the SI methods are carry over to the MS method, we explore
two schemes of this class with the lowest order and analyze the behavior of the numerical solutions when applied
to the linear and non-linear wave equations.

1. はじめに
ハミルトンの常微分方程式に対するシンプレティック

法は, 標準的な方法と比較して, 長時間積分に対して安定,
正確で効率的な解法を与える. このシンプレティック積分
法は線形波の問題に適用しても同様に, 優れた結果を示
す (一般的な波の問題に対する議論は (1) を参照, 分割さ
れたルンゲ・クッタ法の応用例 (2,3) 参照). しかし, 空間
的に大局的に定義されたハミルトニアンの保存が保障さ
れる反面で, 局所的な保存量が保存されるかどうかに関
しては定かではない. この問題点に関して最近, ハミルト
ンの偏微分方程式に対するマルチ・シンプレティック法
が提案された (4,5). この定式化によると, 時間, 空間方向
にシンプレティックな構造を考えるために, 適当な境界条
件のもとでの大局的な保存則のほかに局所的な保存則も
成立する. シンプレティック積分法の持っていた多くの長
所が, マルチ・シンプレティック法にもひきつがれている
と期待することは自然であるので, この方法についてそ
の特性を調べる.

2. ハミルトンの常微分方程式とシンプレティック法
はじめに, 波の方程式をハミルトンの常微分方程式の

形で取りあつかう場合について述べる. 簡単のために 1
次元の波を扱う. ここでの定式化は Bridges の文献 (4)

によっている.
2.1 シンプレティック法と波の方程式
ハミルトンの運動方程式

Jzt = ∇zH(z) (1)

を, 非線形の波の方程式に適用する.

utt − uxx + V ′(u) = 0 (2)
v = ut (3)

ハミルトンの方程式
H を系の長さ L にふくまれる全エネルギーとして定義
する.





ut = δH
δv = v

vt = − δH
δu = uxx − V ′(u)

(4)

H(u, v) =
∫ L

0

(
1
2
v2 +

1
2
u2

x + V (u)
)

dx (5)

シンプレティック形式
ハミルトニアンに対応する平均的なシンプレクティック

性を定義すると

ω̄ =
∫ L

0

(dv ∧ du)dx (6)

となる.

変分方程式
波の方程式に付随する変分方程式は

dut = dv, dvt = duxx − V ”(u)du (7)

となる.

シンプレティック性の保存則
変分方程式をもちいて

∂

∂t
ω = (duxx − V ”(u)du) ∧ du + dv ∧ dv

= duxx ∧ du (8)

となるので,

w = ux, κ = du ∧ dw (9)

とおくことによって, シンプレティック性の保存則

∂

∂t
ω +

∂

∂x
κ = 0, (10)

がみちびきだされる. κ は ω のフラックスに相当する. ω
の大域的保存則は, たとえば周期境界条件のもとで

∂

∂t

∫ L

0

ωdx + κ|x=L − κ|x=0 = 0 ω̄t = 0 (11)

のようにして導出される.

3. ハミルトンの偏微分方程式とマルチ・シンプレティッ

ク法
Bridges (4) により提案されたハミルトンの偏微分方程

式に対するマルチ・シンプレティック定式化は, M, K を
任意の歪対称行列, S(z) を適当に微分可能でなめらかな
z の関数として

Mzt + Kzx = ∇zS(z) z ∈ Rn (n ≥ 3) (12)
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と表わされる. 行列 M, K のランクをそれぞれ r, s とす
ると, r ≤ n, s ≤ n である.

プレ・シンプレクティック形式
プレ・シンプレクティック形式を

ω(U, V ) = 〈MU,V 〉 κ(U, V ) = 〈KU, V 〉 (13)

のように定義する. U, V は以下の変分方程式の任意の解
である.

変分方程式
ハミルトンの偏微分方程式に付随する変分方程式は

MZt + KZx = S”(z)Z (14)

となる.

シンプレティック性の保存則
変分方程式をもちいると

∂

∂t
ω(U, V ) = 〈MUt, V 〉+ 〈MU,Vt〉 (15)

∂

∂x
κ(U, V ) = 〈KUx, V 〉+ 〈KU, Vx〉 (16)

∂

∂t
ω(U, V ) +

∂

∂x
κ(U, V ) (17)

= 〈MUt + KUx, V 〉+ 〈MU,Vt + KVx〉 (18)
= 〈S”(z)U, V 〉 − 〈U, S”(z)V 〉 = 0 (19)

となるので, 以上に示されたように, 局所的保存則

∂

∂t
ω +

∂

∂x
κ = 0 (20)

が成立する.

エネルギーと運動量の保存則
エネルギー E と運動量 I の保存則は

∂tE(z) + ∂xF (z) = 0 (21)
∂tI(z) + ∂xG(z) = 0 (22)

E(z) = S(z)− 1
2
κ(zx, z) F (z) =

1
2
κ(zt, z) (23)

G(z) = S(z)− 1
2
ω(zt, z) I(z) =

1
2
ω(zx, z) (24)

のようになる.

大域的保存則
そこで, 適当な境界条件 ( 遠方でゼロまたは周期境界条
件)のもとで, 大域的保存則が成立する.

∂

∂t
E(z) = 0

∂

∂t
I(z) = 0 (25)

E(z) =
∫ L

0

E(z)dx I(z) =
∫ L

0

I(z)dx (26)

4. サイン・ゴルトン方程式
サイン・ゴルトン方程式

utt − uxx + χ sinu = 0 (27)

を例にとって, マルチ・シンプレティック法 (MS)のふた
つの方法の比較をおこなう.

Lzt + Kzx = ∇zS (28)

L =




0 1 0
−1 0 0

0 0 0


,K =




0 0 1
0 0 0

−1 0 0


, (29)

z =




u

v

w


 S =

1
2
(w2 − v2) + χ cos u (30)

ただし, v = ut, w = −ux とおいた.
このとき, エネルギーと運動量の保存則は以下のよう

になる.

∂tE + ∂xF = 0, (31)

E =
1
2
(w2 + v2)− χ cos u, F = vw (32)

∂tI + ∂xG = 0, (33)

I = vw, G =
1
2
(v2 + w2) + χ cos u (34)

以下においては, MSとなる最低次数のふたつのスキー
ムについて考える. 解析は (6) の方法によっている.

4.1 マルチ・シンプレティック・蛙飛び法 (MSLF)

Dxzn
j =

zn
j+1 − zn

j

∆x
, Dtz

n
j =

zn+1
j − zn

j

∆t

Mxzn
j =

zn
j+1 + zn

j

2
, Mtz

n
j =

zn+1
j + zn

j

2
L+Dtz

n
j + L−Dtz

n−1
j + K+Dxzn

j + K−Dxzn
j−1

= ∇zS(zn
j )

L+=




0 1 0
0 0 0
0 0 0


, L−=




0 0 0
−1 0 0

0 0 0


,

K+=




0 0 1
0 0 0
0 0 0


,K−=




0 0 0
0 0 0

−1 0 0


 ,

z =




u

v

w


 , S =

1
2
(w2 − v2) + χ cos u

以上の離散式をまとめると,

D2
t un−1

j −D2
xun

j−1 + χ sinun
j = 0

と同等になる.

4.2 マルチ・シンプレティック離散化の証明
上記のMSLFがマルチ・シンプレティック離散化になっ

ている証明を与える. 変分方程式と dzn
j , 以下の式の変形
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のなかでは, ハミルトニアンのヘッセ行列 Szz が対称に
なっていることをもちいている.

zn
j ∧ (L+Dtz

n
j + L−Dtz

n−1
j + K+Dxzn

j + K−Dxzn
j−1)　

= zn
j ∧ Szzdzn

j

zn
j ∧ (L+Dtz

n
j + L−Dtz

n−1
j )

=
1
2
Dt

(
dzn−1

j ∧ L+dzn
j + dzn

j ∧ L−dzn−1
j

)

zn
j ∧ (K+Dxzn

j + K−Dxzn
j−1)

=
1
2
Dx

(
dzn

j−1 ∧K+dzn
j + dzn

j ∧K−dzn
j−1

)

以上によって, 離散的マルチ・シンプレティック保存則

Dtω
n
j + Dxκn

j = 0

ωn
j =

1
2

(
dzn−1

j ∧ L+dzn
j + dzn

j ∧ L−dzn−1
j

)

κn
j =

1
2

(
dzn

j−1 ∧K+dzn
j + dzn

j ∧K−dzn
j−1

)

の成立が示せた.

4.3 マルチ・シンプレティック・プレイスマン・ボック

ス・スキーム (MSBS)
プレイスマン・ボックス・スキームまたは, マルチ・シ

ンプレティック・ボックス・スキームは以下のように定式
化できる.

LDtMxzn
j + KDxMtz

n
j = ∇zS(MtMxzn

j )

L =




0 1 0
−1 0 0

0 0 0


 , K =




0 0 1
0 0 0

−1 0 0


 ,

z =




u

v

w


 S =

1
2
(w2 − v2) + χ cos u

(35)

MSBS は

D2
t M2

xun
j −D2

xM2
t un

j + χ sin(MtMxun
j ) = 0

と同等である. ただし,

D2
xun

j−1 = Dx

un
j − un

j−1

∆x
=

un
j+1 + 2un

j − un
j−1

∆x2

D2
t un−1

j = Dt

un
j − un−1

j

∆t
=

un+1
j + 2un

j − un−1
j

∆t2

のように定義した.

4.4 MSLFとMSBSの分散関係
Schober & Wlodarczyk (6) にしたがって, MSLF と

MSBSの数値的な分散関係を解析した. ω ≡ ω(k) と表わ
されるときに, 解が

u(x, t) =
∫ ∞

−∞
û(k)ei(kx−ωt)dk (36)

のように表わされるものとする. 線形化されたサイン・ゴ
ルトン方程式

utt − uxx + χu = 0 (37)

に代入して, 波数 k の成分を考えると, 波の分散関係

D(ω, k) = ω2 − k2 − χ = 0 (38)

が得られる.

4.5 MSLFとMSBSの数値的な分散関係
類似の方法をもちいて差分方程式より数値的な分散関

係を求めることができる. ここで, ω̄ = ω∆t, k̄ = k∆x,
σ = c∆t/∆x のように置くと, MSLF の数値的分散関
係は

(
2 sin

ω̄

2

)2

− σ2

(
2 sin

k̄

2

)2

− χ∆t2 = 0 (39)

となる. 一方で MSBS の分散関係は

(
2 tan

ω̄

2

)2

− σ2

(
2 tan

k̄

2

)2

− χ∆t2 = 0 (40)

のように求められる.
線形波 (χ = 0) についてクーラン数を変えて数値的分

散関係を求めたものを図 1 に示す. 図中横軸は k = k̄,
縦軸は ν = ω̄ をプロットしている. 図より, σ によらず
MSBS の ω̄ は MSLF のそれより大きく, 厳密値からの
ずれは k が大きくなるほど大きいことがわかる.
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Figure 1: Numerical dispersion relation for linear wave
equation, MSLF and MSBS, σ = 0.1, 0.7

4.6 MSLFとMSBSの群速度
線形波の群速度は

ω̄ = σk̄　

である. 数値的な群速度は, 上の数値的分散関係式より

MSLF : ω̄(k̄)′ = σ

(
1− sin2(k̄/2)

1− σ2 sin2(k̄/2)

)
< σ

MSBS : ω̄(k̄)′ = σ

(
1 + tan2(k̄/2)

1 + σ2 tan2(k̄/2)

)
> σ

となることが示せる.
また, 数値的な群速度分散関係は

MSLF : ω̄(k̄)′′ < 0
MSBS : ω̄(k̄)′′ > 0

のようになる.
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4.7 MSLFとMSBSの数値的な群速度
以上の解析により求まった数値的な群速度を, 線形波

(χ = 0) についてクーラン数を変えてプロットしたのが
図 2である.
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Figure 2: Numerical group velocity for linear wave
equation, MSLF and MSBS, σ = 0.1, 0.7

MSBSの数値的な群速度は, 厳密値よりも速く, その傾
向は k の増加とともに単調に増幅される. 一方で MSLF
数値的な群速度は, 厳密値よりも遅く, やはり k の増加
とともにその傾向が単調に強まる.

4.8 MSLFとMSBSの比較:線形波
つぎに, MSLF と MSBS の数値解を線形波について比

較した. 初期値は

u(x, 0) = f(x) = exp(−3200x2), ut(x, 0) = 0 (41)

で, 周期境界条件を与えた. 解析領域の長さは L = 2, 格
子点数は N = 256 とした.
数値解のなかにみられる高波数の数値振動は, MSLF

の場合, 厳密解よりも遅れて波のピークのあとからつい
てくる. 一方で, MSBS の場合には逆のことが観察され
る. これは, 離散化方程式の数値群速度の解析結果と一致
するふるまいを示していることがわかる.
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Figure 3: Linear wave equation, MSLF and MSBS,
t = 0.6, N = 256, σ = 0.1

以上, 数値的分散関係, 数値的群速度 (および数値的群
速度分散関係) の解析によって, MS スキームのふるまい
を理解できることが示された. ここでは, 通常おこなわれ
る保存量についての議論はおこなっていない. 数値的な

性質の解析をおもな目的としているために, 低次の方法
をとりあげた.

5. おわりに
ハミルトンの PDEに対するマルチ・シンプレクティッ

ク (MS)法の波の式に対する適用を考えた. 理論的な枠
組みにしたがって, MSになる証明済みの方法のうちで最
低次数のふたつ ( MSLF, MSBS )について (6)に準じて,
それらの数値的位相を調べた. MSKFとMSBSはかなり
単純な数値的な分散関係をもっていて, 数値解のふるまい
を完全に理解することができる. 最近の文献ではMSと
非MSの比較, シンプレック性 ω, 運動量, エネルギーの
局所, 大域的保存, MSとエネルギー保存スキームの比較,
保存性と位相空間の構造保存の関係などが議論されてい
る. 今後こうした点を逆誤差解析の立場から調べること
によって, MSの範疇から高次で効率的な方法を探索, 構
築することが課題である.
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