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An interaction problem between a fluid and elastic walls is solved by a full Eulerian fluid-structure coupling
method. The method employs a uniform grid system for both fluid and solid and it does not require any mesh

generarion or reconstruction, aming for facilitaitng the practical bio-mechanical fluid-structure analysis. The
availability and applicability of the developoed method to systems involving complex geometries driven by a pres-
sure gradient are shown through a comparison between the obtained numerical results and theoretical prediction,
and a grid convergence test. Further, for considering a more realistic situation, an anisotropic blood vessel model

is implemented and convergence performance of the method is shown.

1. はじめに
近年，医療応用の観点から，粘性流体中における固体

の変形・運動を扱った流体構造連成シミュレーションが
注目されている．特に，CTやMRIといった画像診断機
器の技術的向上に伴い，人体内部の情報をより正確かつ，
簡単にボクセルデータとして取得可能になってきたこと
から，患者個人のボクセルデータに対して流体構造連成
シミュレーションを行うことで，各人の治療効果の予測
や治療方針の決定に役立てられると期待されている．さ
らに，患者の全身ボクセルデータを用いた流体構造連成
シミュレーションを行うことで，患者個人にテーラーメ
イド型医療を提供することが期待されている．
生体の流体構造連成シミュレーションでは，生体内の

複雑な形状に適応するため，固体の変形をラグランジュ
的に記述する有限要素法 (FEM)がもっぱら用いられて
きた (1)−(3)．FEMによる解析では，CTやMRIから得
られたボクセルデータを元にメッシュを生成し，時間ス
テップごとに，メッシュの再構成が必要となる．患者個
人のボクセルデータを用いた FEMによる流体構造連成
シミュレーションとしては，脳動脈瘤付近の血流の解析
(4),(5) などがある．
また，Matsunagaや Yokoiらは血管壁を剛体壁とし，

脳動脈瘤付近の流れの解析を診断画像から得られたデー
タを直接扱える手法で行ってきた (6),(7)．
一般に，血管壁はいくつかの異なる力学的性質を示す

層からなることが知られており，血管内膜の変性や崩壊
が脳動脈瘤の発生原因となる可能性，血流によってさら
に変性が進行し，脳動脈瘤となる可能性が指摘されてい
る (8),(9)．そのため，血管壁の変形を考慮した血流シミュ
レーションが脳動脈瘤といった血管が一定の形状を保た
ない場合において重要となる．
これらの理由から，本研究では，血管の変形を考慮し，

かつ診断画像から得られるボクセルデータを直接扱える
血流シミュレーション手法の開発を目的としている．これ
までに，杉山らが開発した，オイラー型定式化を用いた

差分法による流体構造連成シミュレーション手法 (18),(19)

を拡張し，血管壁を等方性の超弾性体として模擬し，本
計算手法の妥当性の検証などを行ってきた (21) が，一般
に，血管壁はその力学的性質が異方的であることが知られ
ており，様々な血管壁モデルが提案されている (10)−(15)．
本論文では，これまで開発してきた計算手法の概要とそ
の検証，さらに血管異方性の導入，その検証について述
べる．

2. 数値計算モデル

2.1 支配方程式

本研究では，多くの生体に対する流体構造連成シミュ
レーション (16),(17)と同様，非圧縮性の流体・固体を仮定
し，流体・固体の密度は同じとしている．流体・固体は
以下の質量保存式：

∇ · v = 0, (1)

運動量保存式：

ρ

(
∂v

∂t
+ v ·∇v

)
= −∇p+∇ · σ′ − ∆P

L
ex (2)

に従う．ここで，v(= (vx, vy))は速度ベクトルを，ρは
密度，pは駆動圧力からの圧力の変動分，σ′は偏差コー
シー応力テンソル，−∆P/Lは駆動圧力，exは x方向へ
の単位ベクトルである．また，これ以降 ′ はテンソルの
偏差成分を表す．
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2.2 構成方程式
流体・固体を区別するために，VOF(Volume-of-Fluid)

法のアイディアに基づいた関数 ϕs を導入する．ϕs は

ϕs =

1 (solid)

0 (fluid)
(3)

となる固体の体積率を示すスカラー関数である．数値計算
上では，流体・固体を単一の連続体と捉え，偏差Cauchy
応力 σ′を ϕsを用いて各相の応力を体積平均することで
定義する：

σ′ = (1− ϕs)σ
′
f + ϕsσ

′
s. (4)

ここで，添え字 f は流体を，sは固体を示す．流体のモデ
ルとしてニュートン流体，固体のモデルとして neo-Hooke
粘弾性体を用いる．流体・固体の応力はそれぞれオイラー
場において，以下のように表せる：

σf = 2µD, (5)

σs = 2µD +GB. (6)

ここで，µは粘性係数，D(= 1
2 (∇v+∇vT ))は速度勾配

テンソル，Gは横弾性係数，B(= F ·F T )は左 Cauchy-
Green変形テンソル (F (= ∂x/∂X)は変形勾配テンソル)
である．
また，物理量 ϕs，B は以下の輸送式に従う：

∂ϕs

∂t
+ v ·∇ϕs = 0, (7)

∂B

∂t
+ v ·∇B = L ·B +B ·LT . (8)

ここで，L(= ∇v)は速度勾配テンソルである．式 (8)は，
物理量Bが恒等的にOldroyd速度が零となることを示す．
また，杉山らにならい (18),(19)，計算安定化のため，

B̃ = ϕ1/2
s B (9)

を定義し，実装上では，偏差 Cauchy応力 σ′ は

σ′ = 2µD′ + ϕ1/2
s GB̃′ (10)

としている．これ以降，偏差 Cauchy応力が式 (10)に表
される計算モデルを等方性モデルと呼ぶ．

2.3 血管異方性の導入
本研究では，血管のオイラー型流体構造連成シミュレー

ション手法の基礎として，血管壁を等方的な超弾性体と
してモデル化して手法を開発してきた (21)．しかしなが
ら，一般に，血管壁は異なる力学的性質を持つ Intima，
Media，Adventitiaの 3層から構成されること，力学的
性質として異方性を示すことなどが知られており，本論
文では血管異方性を考慮した材料モデルの導入を行う．
血管の材料モデルとしては，Fungらが提案したモデル

(11) や，それに基づいたモデル (13) などが良く知られて
いる．Fungらは指数関数を用いて歪みエネルギー関数を
定義し，in vitroでの実験値と良く合うモデルの構築を
行った．Fungらが構築した材料モデルは一様な異方性材
料からなるのに対し，Holzapfelらは，血管壁を構成する
層ごとに，等方的な超弾性体と，異方性を持つらせん状
の繊維によって構成される材料モデルを考え，定式化を
行った (15)．なお，Fungらのモデルと同様，異方性の成
分については指数関数を用いて歪みエネルギー関数を定
義している．
本論文では，2.2節に記した今まで開発してきた計算モ

デルを拡張し，Holzapfel らの異方性血管モデルの導入を

行う．なお，Holzapfelらは，血管壁全体の力学的性質と
して Intimaがほとんど効果を持たないとして，血管壁を
Media，Adventitiaの 2層からなる固体として 3次元モ
デルの構築を行っているが，本論文では，まずは 1層の
2次元モデルとして導入を行う．
オイラー場で固体の応力を表現するために，初期状態

の繊維の単位ベクトル a0，時間 tにおける繊維のベクト
ル a(= F · a0)，さらに aを用いて，

Ha = a⊗ a = F · (a0 ⊗ a0) · F T (11)

を定義する．Haは現配置によって定義されるテンソルの
ため，Ha を用いて固体の応力を以下のようにオイラー
場で表現できる：

σs = 2µD +GB

+ 2k1 exp
(
k2 (Ia − 1)

2
)
(Ia − 1)Ha. (12)

ここで，k1,k2 は定数，Ia = trHa である．
HaはB同様，Oldroyd速度が恒等的に零となる物理

量であり，以下の輸送式に従う：

∂Ha

∂t
+ v ·∇Ha = L ·Ha +Ha ·LT . (13)

また，B 同様，計算安定化のため，

H̃a = ϕ1/2
s Ha (14)

を定義し，実装上では，偏差 Cauchy応力 σ′ は

σ′ = 2µD′ + ϕ1/2
s GB̃′

+ 2ϕ1/2
s k1 exp

(
k2 (Ia − 1)

2
)
(Ia − 1) H̃a (15)

としている．これ以降，偏差 Cauchy応力が式 (15)に表
される計算モデルを異方性モデルと呼ぶ．

2.4 計算条件
図 1に示したような，弾性体壁を含む波状流路内の非

定常ストークス流れの解析を行う．そのため，式 (2)の
対流項は無視しているが，式 (7),(8),(13)の対流項はそれ
ぞれの物理量の時間発展を追うため，考慮している．
計算領域は上下を剛体壁に囲まれており，弾性体と剛

体壁の境界において no-slip 条件を課している．そのた
め，その境界上において，式 (8)の各成分は，以下のよ
うに展開できる：

B̃xx = 1 + B̃2
xy, (16)

B̃yy = ϕ0
s = 1, (17)

∂B̃xy

∂t
=

∂vx
∂y

. (18)

ここで，添え字 0は初期値を示す．また，式 (16)の導出
に非圧縮性材料の条件である，detB = 1を用いた．
同様に式 (13)の各成分は，以下のように展開できる：

∂H̃axx

∂t
= 2

∂vx
∂y

H̃axy, (19)

H̃ayy = H̃a
0

yy, (20)

∂H̃axy

∂t
= H̃a

0

yy

∂vx
∂y

. (21)
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また，x方向に波長 Lの周期境界条件を課している．
図 1 の変数は本研究では H0 = h0 = 1，k = π/4，

L = 8，δ = 0.3としている．
初期条件として速度場と圧力場は静的平衡状態を仮定

し，ϕsを各格子ごとに計算して与える．また初期状態に
おいて，変形勾配テンソル F は，

F = I (22)

となるため，左 Cauchy-Green 変形テンソル B の初期
値は

B = I, (23)

Ha の初期値は

Ha = I · (a0 ⊗ a0) · I (24)

として与えられる．また，初期状態の繊維の単位ベクト
ル a0 を

a0 =


1√

1+δ2k2 cos2 ( 2πx
L )

−δk cos ( 2πx
L )√

1+δ2k2 cos2 ( 2πx
L )

 (0 ≤ y ≤ 2)

a0 =


1√

1+δ2k2 cos2 ( 2πx
L )

δk cos ( 2πx
L )√

1+δ2k2 cos2 ( 2πx
L )

 (2 ≤ y ≤ 4)

(25)

と与える．これは，図 2に示すように界面に沿った繊維
を仮定している．
また，本論文を通じて，t = 0以降，一定の圧力勾配

−∆P/L (= 1)を系全体の駆動力として与える．

2.5 数値計算法
全ての方程式は，矩形固定スタッガード格子上で差分

法により解かれる．空間微分の離散化については式 (7)
と (8)，(13)の対流項には五次精度のWENO法を，それ
以外の項には二次精度の中心差分法を用いる．時間進行
法については，偏差 Cauchy応力テンソルには二次精度
のCrank-Nicolson法を，それ以外の項については二次精
度のAdams-Bashforth法を用いる．速度場のソレノイダ
ル条件を満たしながら，運動量保存式の時間進行を行う
ために，非圧縮性流体の標準的解法である SMAC法を用
いる．また，x方向に高速フーリエ変換を用いて圧力の
Poisson方程式を解く．

3. 等方性モデルの検証

3.1 収束性の検証
杉山らは超弾性体粒子を含む流れ場の解析を行い，固体

の材料モデルとして neo-Hooke体や線形Mooney-Rivlin
体，St.Venant-Kirchhoff体を用いて，本計算手法が格子
解像度に対して一次の誤差精度を有していることをすで
に示している．しかしながら，計算条件が異なるため，本
計算条件下における格子解像度に対する誤差精度を確認
する．
固体体積率関数 ϕsは界面において不連続な値の分布を

持つため，陽に界面位置を定義することができない．そ
のため，流れ場が十分に発達したと考えられる t = 30の
計算結果を用いて，以下のような操作を行い，界面位置
を定義する．なお，t = 30における流れ場の様子を図 3
に示す．
まず，底面からの弾性体壁の高さをH (x)とし，以下

のようにフーリエ展開した形で表す：

H(x) = H0 +
∞∑

n=1

(
Hcn cos

2πnx

λ
+Hsn sin

2πnx

λ

)
.

(26)

このとき基底関数の直交性から，フーリエ係数は以下の
ように表せる：(

Hcn

Hsn

)
=

2

L

∫ L

0

dx H(x)

(
cos 2πnx

L

sin 2πnx
L

)
. (27)

ここで，固体体積率関数 ϕsがヘビサイド関数状に変化す
ることを利用し，フーリエ係数は，以下のように表せる：(

Hcn

Hsn

)
≃ − 2

L

∫ H0+h0

0

dy

∫ L

0

dx
∂ϕs

∂y
y

(
cos 2πnx

L

sin 2πnx
L

)
.

(28)
離散化された上式は次式のようになる：(

Hcn

Hsn

)
≃ − 2

L

∑
i

∑
j

(ϕs(i, j + 1)− ϕs(i, j))

y(j + 1/2)

(
cos 2πnx(i)

L

sin 2πnx(i)
L

)
(∆x). (29)

得られたフーリエ係数を元に以下のようにスペクトルを
定義する：

XNx
n =

√
H2

cn +H2
sn. (30)

G = 2の場合について，最高解像度 (Nx ×Ny = 1024×
512)の計算結果から得られるスペクトルと，他の解像度
から得られるスペクトルとの相対誤差を図 4に示す．図
4から，低次のモードに関して，相対誤差は格子解像度
にほぼ比例して減少していることが分かり，弾性体壁が
剛体壁に固着し，歪みが蓄積されていく本計算条件下に
おいても，格子解像度に対してほぼ一次の誤差精度を有
していることが分かる．

3.2 妥当性の検証
図 1のように流体・弾性体壁の界面が波状となってい

る問題を対象として，本計算条件下における本計算手法
の妥当性の検証を行う．本計算条件下においては，系全
体は一様な圧力勾配で駆動されており，一定時間経過後，
系全体は定常状態に達する．そこで，定常状態時の界面
位置の理論解と得られた計算結果を比較することで，妥
当性を検証する．
本研究では大変形を伴う超弾性体を扱っており，弾性

体の変形に伴う幾何学的非線形影響が，一般には無視で
きないため，厳密解を求めることは困難である．本研究
では，流体相でレイノルズ数が十分に小さく，長波近似
が成り立ち，また弾性体相で線形弾性体とみなせる程度
に変形が微小となる条件において，定常状態における弾
性体の変位量を潤滑理論と組み合わせた線形解析により
求めた．
図 5に G = 10の場合について，流れ場が十分に発達

し，ほぼ定常状態に達したと考えられる，t = 30の超弾
性体壁の変形形状を固体体積率関数 ϕs のコンターとし
て示す．また，比較のため超弾性体壁の初期形状を点線
で示す．なお，格子点数は x，y 方向それぞれについて
Nx = 256，Ny = 128であり，時間解像度は∆t = 0.001
とする．
先に得られた理論解 (21)と，計算結果から得られた界

面位置を比較することで，妥当性の検証を行う．図 6に
比較した結果を示す．得られた理論解と，計算結果から
得られた流体と弾性体壁の界面位置は，図 6に示される
ように良く一致する．これは理論解を導く上で用いた仮
定が G = 10の弾性体によく合っていたことを示すと同
時に，本計算手法が本計算条件下においても妥当である
ことを示している．以上から本計算手法が圧力勾配によ
り駆動される複雑形状を有する流れ場に対しても十分な
精度で適用可能なことが分かる．
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4. 異方性モデルの検証
ここから，2.3節において述べた，弾性体の応力として

血管異方性を導入したモデルを用いる場合について，計
算手法の検証を行う．
まず，3.1節と同様に界面位置をフーリエ解析により求

め，スペクトルを定義，同様に最高解像度の計算結果と
の相対誤差を図 7に示した．なお，計算条件は G = 2，
k1 = 1，k2 = 1 とし，十分流れ場が発達したと考えられ
る t = 30の計算結果を用いた．このときの流れ場の様子
を図 8に示す．図 7に示されるように，低次のモードに
関して，相対誤差が格子解像度にほぼ比例して減少して
おり，3.1節と同様，応力が式 (15)と表現される血管異
方性を導入した際にも，格子解像度に対してほぼ一次の
誤差精度を有していることが分かる．
また，式 (15) において係数 k1 を小さくすることで，

計算結果は等方性モデルの計算結果に近づいていくと考
えられる．そこで，十分流れ場が発達したと考えられる
t = 30の計算結果を用いて，k1の値を変化させ，界面位
置を比較した図 9に示す．図 9から分かるように，k1の
値を減少させることで，等方性モデルの結果に近づいて
いくことが分かる．
以上の結果から，異方性モデルに関しても，本計算手

法の収束性を確認できる．
なお，図 9の x = 8付近に見られる界面の振動の要因

として，主にせん断応力による弾性体の振動や，VOF関
数の界面表現精度法などが挙げられる．これらの問題は，
著者らが別途取り組んできているシャープな界面追跡法
(20) と陰解法 (20) との組み合わせにより高精度に解析で
きると考えられる．

5. まとめ
既存のオイラー型流体構造連成手法を拡張し，血管壁

を模擬した超弾性体管内流の数値解析を行った．圧力勾
配により駆動される，超弾性体壁に囲まれたストークス
流れ場の流体構造連成問題を取り扱った．血管壁を等方
的な超弾性体とした計算結果からは，定常状態の界面位
置から収束性を確認し，定常解と理論解の良い一致から
妥当性を確認した．さらに，Holzapfelらのモデルを基に，
血管異方性の導入を行い，収束性の検証を行った．
今後は，さらに異方性モデルの検証を進め，三次元モ

デルの開発を行っていく．
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Fig. 1: Schematic of the flow field
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Fig. 2: Initial fiber orientation. Grey: elastic object,
white: fluid. The fiber is plotted on a scale of one to
five at every 8 and 4 grid points in x and y directions,
respectively.

 0  2  4  6  8
x

 0

 2

 4

y

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

Fig. 3: Flow field at t = 30 for the material of G = 2.
Red: elastic object, white: fluid, blue vectors: velocity
vectors. The velocity vectors are plotted at every 16
and 4 grid points in x and y directions, respectively.
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Fig. 4: Decay of the relatice error with respect to the
case of Nx×Ny = 1024×512 for the material of G = 2.
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Fig. 5: Contour of solid volume fraction ϕs for the case
of G = 10. Red: elastic object, white: fluid. The initial
shape of the elastic wall is indicated by broken line.
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Fig. 6: Comparison of the interface geometries between
the simulation results and theoretical analysis for the
case of G = 10 together with the initial geometry of
the wavy elastic wall. Simulation results are plotted at
every 4 grid points in x direction.
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Fig. 7: Decay of the relatice error with respect to the
case of Nx×Ny = 1024×512 for the material of G = 2,
k1 = 1, k2 = 1.
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Fig. 8: Flow field at t = 30 for the material of G = 2,
k1 = 1, k2 = 1. Red: elastic object, white: fluid, blue
vectors: velocity vectors, black lines: fiber. The velocity
vectors are plotted at every 16 and 4 grid points in x
and y directions, respectively. The fiber is plotted on a
scale of one to five at every 8 and 4 grid points in x and
y directions, respectively.
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Fig. 9: Comparison of the interface geometries by vary-
ing k1 for the material of G = 2, k2 = 1. Simulation
results are plotted at every 3 grid points in x direction.
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