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産業機械におけるPODを用いた形状最適化手法
Shape Optimization Method for Industrial Machineries using POD
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This paper investigates on optimization method using POD for machineries associated with fluids. We apply POD
for extracting the critical geometries of machineries. If we limit the design space using the critical geometries, we
can efficiently search high performance geometries. We confirmed an advantage of the POD based method via

two numerical examples. The first example is optimization of wing-section geometry. In this case, we can extract
critical geometries from NACA wing-sections and obtained high performance solutions. The second example is
compressor inlet valve. In this example, we compared the POD based method to genetic algorithm and confirmed
that POD based method is superior to naive genetic algorithm in view of accuracy of optimal solution.

1. はじめに

翼や圧縮機などの流体が関係する産業機械において，

その形状は製品の性能を大きく左右する．より高性能な

機械を設計するために流体が関連する部分の形状最適化

が広く行われている1．流体の支配方程式は非線形性が

強いため発見的な最適化手法が多く用いられる．発見的

手法の例としては例えば遺伝的アルゴリズム（GA: Ge-
netic Algorithm）2 を用いた手法や応答曲面法（RSM:
Response Surface Method）3 を用いた手法が挙げられ

る．他にも逐次二次計画法を用いた局所最適化も行われ

ている4．GAは様々なアルゴリズムが提案され，多くの
成果を挙げている．またRSMも実用の分野に浸透し，広
く用いられる手法の一つになっている．しかしながら発

見的な最適化手法を用いた場合一般に探索空間が広い場

合には最適解の探索に時間がかかり，その精度も悪くな

るという特徴がある．また最適化の過程がブラックボッ

クスになっていて設計者に最適化の過程が見えにくいと

いう欠点もある．そこで本稿ではこれらの欠点を克服す

るため高性能な解を含む探索空間をあらかじめ抽出して

から最適化を行う手法を検討する．

高性能な形状にはいくつかの特徴的な形状が存在する

ことが多い．その特徴的な形状を抽出して組み合わせ，別

の形状を生成した場合，それらの中には高性能な形状が

多く含まれている可能性がある．従ってこのように特徴

形状を利用すれば，効率的に探索できる可能性がある．例

えば二次元翼形状に関しては多くの知見が得られており，

その知見を利用して特徴形状を抽出することができれば

形状最適化を効率よく行うことができる．またこのとき

設計者は高性能な形状に共通する形状を知ることができ，

最適化の過程が把握しやすい．特徴形状を抽出する手法

としては主成分分析の一手法である固有直交分解 (POD:
Proper Orthogonal Decomposition)が有効である．POD
は与えられた複数のベクトルを直交する基底ベクトルに

分解する．特によく似た形状については高次の基底関数

の影響が小さくなることが期待され，少ない基底関数か

ら新しい形状を作成することが可能である．PODを用い
た最適化手法として，Toalら5 は PODを用いて形状を
ふるいにかけてから最適化を実行する手法を提案した．

本稿で検討する POD を用いた最適解の探索手法は
Fig. 1のとおりである．まず事前にいくつかの性能の良い
形状を得ておく．これは経験や知見に従って得るか，ある

いはランダムサンプリングにより得ることができる．次

にそれらの形状について PODを実行する．PODにより
得られた基底関数のうち低次の基底関数だけを用いてパ

ラメトリックに新しい形状を生成する．そしてパラメー

タを変数として RSMを用いて最適解を探索する．POD
を用いることでパラメータは例えば 3個程度の少ない数
に限定できるので，探索領域が大幅に限定される．また

探索領域は高性能な形状から生成するため，高性能な形

状を含んでいることが期待できる．従って RSMや GA
を用いたときに，より良い解を探索できることが期待で

きる．さらに設計者が特徴的な形状を実際に見ることが

でき，最適化の過程がわかりやすいという利点もある．

本稿では次の表記を用いる．すなわちベクトルは vな

どの太字で表記し，転置ベクトルを v> で表すこととす

る．またベクトルのノルムはすべてユークリッドノルム

‖v‖ =
√

v>v とする．なお，扱う値はすべて実数である．

2. 固有直交分解

固有直交分解 (POD: Proper Orthogonal Decom-
poition)は主成分分析の一手法で，相関があることが期
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Prepare high performance geometries.

(Via randam sampling, knowledge or else.)

↓
Calculate basis vectors via POD.

↓
Cut off high-order basis vectors.

↓
Generate new geometries from basis vectors.

↓
Find the optimal geometry by

Responce Surface Method.

Fig. 1: Flow chart of the algorithm.

待される複数のベクトルを，直交する基底ベクトルに分

解する．本稿では Sirovich 6 による snapshotPODを用
いる．PODの概略は Fig. 2のとおりである．
以下ではアルゴリズムを簡単に述べる．主成分分析に

関してはラグランジュの未定乗数法を用いた説明がなさ

れることが多いが，本稿ではアルゴリズムと関連付ける

ために線形代数を用いて説明する．今回はあらかじめ n

個の形状の幾何情報がベクトル v̂i ∈ Rm (i = 1, . . . , n)
の形で与えられているものとする．このときベクトル v̂i

の j 番目の値を (v̂i)j で表すと約束すると，(v̂i)j は各形

状に共通する x座標 xj に対する y 座標値である．相関

を求めるために，まず与えられたベクトル v̂iを平均成分

とそれ以外の成分に次のように分解する．

v̂i = v̄ + vi,

v̄ =
1
n

n∑
i=1

v̂i.

固有直交分解はベクトル viを直交基底 uj の線形和に分

解する．

vi =
n∑

j=1

aijuj . (1)

ただし uj は直交基底である．また，aj =(
a1j a2j · · · anj

)>
とすると，

‖aj‖ = 1 (∀j ∈ {1, . . . , n}) (2)

を満たす．PODの目的は条件 (1)，(2) を満たし，添え
字 j が小さい順に ‖uj‖が最大となるような分解を求め
る．uj と aij を求めることである．ここで行列 V を

V =
(
v1 v2 · · · vn

)
,

と定義すると，aij，uj は行列 V >V の固有値分解を用い

て求めることができる．式 (1)を用いると V >V は次の

ように記述できる．

V >V =
n∑

j=1

‖uj‖2aja
>
j .

ここで両辺に左から a1
>，右から a1 をかけると，

a1
>V >V a1 =

n∑
j=1

‖uj‖2
(
a1

>aj

)2

を得る．従って a1を固定したとき，‖u1‖を最大化する
aj は a1 と直交する．さらにこのとき ‖u1‖を最大化す
る a1は V >V の最大固有値に対応する正規固有ベクトル

である．同様にして aｊ はすべて V >V の j 番目に大き

い固有値に対応する正規固有ベクトルであることが従う．

最後に aｊ が直交しているから，∑
i

aijvi = ui

が従う．以上のように行列の固有値分解を利用して POD
がを行うことができる．本稿の数値実験では行列のサイ

ズが比較的小さいこともあり，固有値分解の方法として

実装が簡単なべき乗法を用いた．

得られた直交分解から新しい形状を生成することがで

きる．基底関数 uj は n個得られるが，jが大きくなるに

つれてそのノルムは小さくなる．特に最初に与えた形状

の個数が多く，さらに相関が大きければ高次の基底関数

のノルムは無視できるほど小さくなることが期待される．

そこで例えば基底ベクトルとして，そのノルムが閾値以

上であるノルムを採用する．すなわち例えばR = 0.01に
対して

N = max
j

{
j

∣∣∣∣ ‖uj‖
‖u1‖

≥ R

}
(3)

などとして j ≤ N であるような基底関数を用いて新しい

形状を生成する．このとき新しい形状を表すベクトル p

は

p = v̄ +
N∑

j=1

αjuj (4)

で表される．ただし α ∈ RN は任意に設定するパ

ラメータであり，与え方の自由度は大きい．今回は

max {|αi| | i = 1, . . . , N} ≤ 2.5 の範囲で適当な格子点
を選択した．ただし制約条件が課されている場合にはそ

の制約条件を満たす範囲で αを選択する．

式 (4)により超平面が与えられる．これに拘束条件を
考慮に入れることで超平面上の部分空間が設計空間とな

る．この設計空間は最初に与えられた形状ベクトルで張
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Given: Vectors v̂i (i = 1, 2, . . . , n).
Find: Orthogonal basis vectors uj

where v̂i = v̄ +
∑n

j=1 aijuj .

STEP0. Extract average vector; v̂i = v̄ + vi.
STEP1. Set V =

(
v1 v2 · · · vn

)
.

STEP2. Calculate normal eigen vectors ai of V >V .
STEP3. Calculate basis vectors ui

by uj =
∑

i aijvi.

Fig. 2: Abstract of POD.

られる空間の部分空間でもある．この設計空間と最初に

与える形状との関係は Fig. 3のようになる．ここでは簡
単のために 2次元平面上に描いているが，実際には次元
はもっと大きい．例えば第 3節で扱う翼形状最適化の例
題においては設計変数は 200個あり自由度は 200自由度
であるが，PODにより 3次元超平面を抽出している．

式 (3)における Rを適切に選ぶことで PODにより得
られる設計空間は Fig. 3のように最初に与える幾何情報
の点集合の十分近くを通る平面にできる．仮に元の幾何

情報の間の相関が小さい場合であってもR = 0とするこ
とで式 (4)の超平面が元の幾何情報ベクトルをすべて含
むようにできる．ここで Rを変化させるとN が変化し，

PODにより得られる設計空間の次元が変化することに
なる．

第 1節で述べたようにこの超平面上の目的関数値の集
合は比較的良い値を含んでいる可能性が高い．したがっ

て PODを用いない場合には Fig. 3の feasible reagionの
ような設計空間全体を探索しなければならないのに対し

て，PODを用いた場合には Fig. 3の POD-disign-space
を探索すれば十分である可能性が高い．すなわち POD
により高性能な解の集合を抽出しようとしていると考え

ればよい．特に目的関数が連続でかつ，Rを正として打

ち切った基底ベクトルの影響が無視できるならば，超平

面上の目的関数値は，少なくとも元形状に相当する目的

関数値の最大値と最小値に挟まれた区間を含む．このと

き，この超平面上を探索すれば元形状と同じかそれより

高性能な解が求まる．また設計空間が狭められたことで

応答曲面を生成する場合に曲面の精度が向上して，最適

解の精度が向上し探索時間が短縮することが期待できる．

3. ２次元翼の形状最適化

本節では実際に二次元翼の形状最適化を行う．翼形状

設計において重要な因子は揚力係数 CL と抗力係数 CD

である．そこで次のような多目的最適化問題を考える．

 0

 0.5

 1

 0  0.5  1

POD-design-space
original points

feasible reagion

Fig. 3: POD disign space

目的関数 CL →最大化,

CD →最小化,

制約条件 コード長 = 1,

翼厚比 = r.

一般に翼厚比が大きいほど CL が大きく CD は小さく

なる傾向があることが知られている．POD を用いた場
合，式 (4)においてパラメータ αを大きくすると翼厚比

が大きくなり，それだけで揚力係数が大きくなることが

ありえる．すなわち，新規に高性能な形状を生成できた

としても，それが PODの効果であるのか翼厚比を大き
くしたことによる効果であるのか判断が困難である．そ

こで本節ではすべての翼について翼厚比が一定の値にな

るよう縮尺を変える．

Abbot7を参考に揚力係数が比較的大きく抗力
係数が比較的小さい翼形状として，NACA2415，
NACA4415，NACA23012，NACA631-412，NACA641-
412，NACA651-212 を元形状として選択する．ただし翼
厚比 r はこれらの翼の平均翼厚比である 0.129730 とし
た．元形状と，それぞれの形状に対する CL および CD

の値を Fig. 4に示した．x軸を 100分割し，翼正圧側と
負圧側のそれぞれに対して各 x座標に対応する y座標を

並べたベクトルを最後につなげて幾何情報ベクトルとす

る．このベクトルを入力として PODを実行し固有ベク
トルと基底ベクトル（Fig. 5）を得た．基底ベクトルの
ノルムは Fig. 6に示したように 4次までの基底ベクトル
が卓越している．今回はパラメータ数を少なくするため

3次までの基底ベクトルを用いる．いくつかの係数ベク
トル α ∈ R3 に対して式 (4)に従い新規形状を 108形状
生成する．パラメータαは第 2節で述べたとおりに設定
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(a) NACA2415, CL = 0.7022, CD = 0.00731
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(b) NACA4415, CL = 0.9182, CD = 0.00919
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(c) NACA23012, CL = 0.9011, CD = 0.00795
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(d) NACA631-412, CL = 0.9681, CD = 0.0077
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(e) NACA641-412, CL = 0.8755, CD = 0.008
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(f) NACA651-212, CL = 0.6989, CD = 0.00747

Fig. 4: Original geometries.
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Fig. 5: Average vector and 1–4th basis vectors.

した．具体的には

α1 ∈ {1.0, 1.5, 2.0, 2.5},

α2 ∈ {−2.5,−2.0,−1.5,−1.0, 0.5, 0.0, 0.5, 1.0, 1.5, 2.0},

α3 ∈ {−1.5,−1.0, 0.0, 1.0},

からそれぞれ選択した．元の形状と新規形状についてCL

および CD を計算した結果を Fig. 7 に示す．CL，CD

の分布は元形状の値の周囲に広範囲に分布しており，元

形状よりも高性能な形状が多く存在していることがわか

る．従ってこの例では設計空間をうまく限定することが

できたといえる．ただし CL および CD の計算にはパネ

ル法を実装したソルバを用いた．計算条件はレイノルズ

数 Re = 3.0 × 106，迎角 5度とした．
新規形状の情報を元に応答曲面を生成し最適解を探索

する．応答曲面の生成にはModeFRONTIER ver.4.2.1 8

を用いる．最終的にCL/CDが最大となる翼を最適解とし

て選択した．選択解の形状をFig. 8 (a)に示す．比較のた
め勝井と冨田4 より，揚抗比の最大化を目的とした形状最

適化の結果を，本稿に合わせて修正した結果を Fig. 8(b)
に示す．勝井と冨田4はベジェ曲線を用いて翼を表現し，

NACA0012翼を元にして逐次二次計画法による形状最適
化を行った．引用するにあたって，PODによる結果との
比較を行うために翼厚比を本稿の条件に合わせて変え，パ

ネル法を用いて再計算した．そのため引用元の論文とは

形状と揚力係数，抗力係数，揚坑比が異なっている．レ

イノルズ数と迎角の計算条件は引用元においても本稿の

条件と同じである．揚力係数，抗力係数，揚抗比の比較

を Tab. 1に示す．最適解の幾何形状は大きく異なってい
る．また揚力係数はどちらもほぼ同じであるのに対して

抗力係数はPODの方が小さい．さらにPODを持ちいた
手法の方が揚抗比が大きく，高性能な解を得ることがで

きていると言える．

最後に最適解と基底ベクトルの関係について述べる．最

適解を生成する係数パラメータはα = (1.5,−2,−1)>で
あった．元形状として採用した翼はすべてキャンバーが

比較的小さいが，選択解はキャンバーが大きいという特

徴がある．また翼正圧側後縁が凹な形状をしている．こ

こで 1 次の基底ベクトルを見るとキャンバーが大きい．
また 2次の基底ベクトルは正圧側後縁で凸になっている．
PODを用いることでキャンバーを持つ成分と正圧側後縁
が凸な成分を独立に抜き出し，これにパラメータを乗じ

ることでキャンバーが大きく後縁側で凹な形状をした選

択解を生成することができたことがわかる．また平板翼

よりもキャンバーが大きく後縁側が凹な翼の方が揚力係

数が大きくなることが知られており，選択解のような翼

を選択することは妥当である．このように設計者は基底

ベクトルを確認することで選択解の妥当性を確認するこ

とができる．
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Fig. 6: Wing section; Norms of basis vectors.
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Fig. 7: Plots of CL and CD.

4. 吸吐弁の形状最適化

前節で扱った例題は形状が座標値で与えられている場

合であった．しかし実際の設計においては部材の肉厚など

の決められた部分の寸法を最適化したい場合も多い．そ

のような場合を想定してレシプロ圧縮機吸吐弁の形状最

適化を行う．圧縮機吸吐弁は圧縮機への吸気を制御する

ための弁である．弁が開いているときの形状と 10個の
設計変数を Fig. 9に示す．各設計変数には制約条件が課
されている．流路が合流する部分でバックステップ流れ

があり全圧損失が大きい．そこで流路形状に関して最適

化を行い全圧損失を小さくすることを目標とする．本節

では設計変数の値を入力ベクトルとして PODを実行す
る．いま，タグチメソッドを用いて圧力損失が比較的小

さい形状が 5形状与えられている．これらに対してPOD
を実行して基底ベクトルを得る．基底ベクトルのノルム

は Fig. 10に示したように 3次までの基底ベクトルが卓
越している．そこで 3次までの基底ベクトルを用いて式
(4)に従って新たにパラメトリックに 48個の設計変数を
生成する．パラメータαは第 2節で述べたとおりに設定
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(a) Selected optimal solution.
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(b) Katsui and Tomita wing-section (adjusted).

Fig. 8: Geometries of optimal solutions.

Tab. 1: Comparison of optimal solutions

POD Katsui and Tomita (adjusted)

CL 1.2859 1.2944

CD 0.00707 0.01302

CL/CD 181.90 99.42

した．具体的には

α1, α2 ∈ {0.1, 0.8, 1.5, 2.0}

α3 ∈ {0.1, 0.8, 1.5}

からそれぞれ選択した．次に 48個の設計変数のうち，制
約条件を満たさないものを取り除き，残ったものを元に

形状をつくり，Fluent を用いて全圧損失の値を求める．
得られた全圧損失の値とパラメータαの情報を元に応答

曲面を生成し，応答曲面のみを用いて最適解を探索する．

探索された最適解は応答曲面の生成点であったため，再

計算は行う必要がなかった．なお，応答曲面を生成する

際はModeFrontier ver. 4.2.1 8を用いた．Tab. 2に最適
解の全圧損失係数の値を示す．PODを用いた手法の最適
解と併せて，PODを用いずにGAを用いて最適化を行っ
た結果も併せて示す．ζが全圧損失係数である．GAを実
行したときの条件を Tab. 3に示す．GAを用いた場合は
全圧損失係数が ζ = 27.3である一方で，PODを用いた
場合は全圧損失係数が ζ = 25.6となっている．PODを
用いることでより高性能な解が探索できたことが確認で

きる．以上のように限られた設計変数を元に形状が決ま

る場合に関しても PODを用いた最適化手法を用いて高
性能な解を求めることができる．

5. 結論

流体関連機械の形状最適化における PODを用いた高
性能な解の探索手法を検討した．検討した手法では，まず

流体性能の良い構造物の幾何情報の集合を元にしてPOD
によりそれらを基底ベクトルに分解する．次に低次の基底

ベクトルからパラメトリックに新規形状を表現し，RSM

5 Copyright c© 2010 by JSFM
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Fig. 9: Geometry model and parameters.
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Fig. 10: Valve: Norms of basis vectors.

などの非線形最適化手法を用いて最適解を探索する．こ

の手法を用いることで性能の良い形状に共通する特徴を

持った形状が得られる．またパラメータを減らせるため，

最適化を行う際の探索領域が狭くなり，発見的手法を用

いた場合に，より良い解が求められることが期待できる．

実際に二次元翼形状の最適化問題と，吸吐弁の形状最適

化問題について最適化を行った．どちらの場合も性能の

良い解を得ることができた．さらに低次の主成分を分析

することで，高性能な形状の特徴を知ることができる．こ

のためブラックボックス化しがちな最適設計の過程が設

計者にわかりやすく，ノウハウの蓄積にも繋がる．また

逆に，これまでに得られている高性能な形状を用いて新

たな形状を生成することで知識の有効利用が可能である．

PODを用いることの最大の利点は探索領域が小さく
なることである．例えば第 2節の翼形状の最適化の問題
では設計変数を 3個のパラメータに減少させている．こ
の利点は特に設計変数の多い大規模な問題において効果

が大きい．今後の課題はより大規模な問題に対して手法

の有効性を確認することである．

Tab. 2: Pressure loss coefficient.

POD + RSM GA + RSM (without POD)

ζ 25.6 27.3

Tab. 3: Property of GA.

初期個体数 36

世代数 20

交叉率 0.5

突然変異確率 0.1

RSM 使用率 0.5

総計算数 720
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