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準平衡格子ボルツマンモデルを用いた高レイノルズ数流れの数値計算の高効率化 

Study on Highly Efficient Numerical Simulation of Flow in High Reynolds Number Region using 
Quasie-Equilibrium Lattice Boltzmann Model  
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Quasi-equilibrium Lattice Boltzmann model (QELBM) has been developed in order to get stable solution at high 
Reynolds number flow simulation in recent years. Since QELBM uses only two relaxation times to stable the 
calculation, the algorithm is simpler than Multi-Relaxation Time model (MRT), which is the model often used to stable 
the solution, and 13 velocity model for 3-dimensional calculation, which cannot introduce in Entropic Lattice 
Boltzmann model, can be used. However, the Application of QELBM for 3-dimensonal flow has not been done yet, 
thus the detail of the advantage of QELBM for other methods is not known. In this study, we applied QELBM to flow 
in a duct with square cross section at Reynolds number Re = 100, and investigated the stability, accuracy and 
computational effort by comparing with theoretical solution and 13 velocity MRT. As a result, it was found that 
QELBM can efficiently calculate the flow without losing the computational stability and accuracy.  

 

１．緒論 

格子ボルツマン法 (LBM)は流体を仮想粒子の集合体とみなし，

速度分布関数の並進と衝突を解くことで流れ場を計算する手法で

あり，アルゴリズムが簡単，ポアソン方程式が不要，並列化に向

いているという特長から，計算負荷の大きいポアソン方程式を解

く従来の差分法等の手法と比べて，非定常・非圧縮流れの高効率

な計算に有利である．その一方で，格子ボルツマン法の衝突演算

子として広く用いられている単一の緩和時間を用いた LBGK モ

デルでは高レイノルズ数領域の流れ場で十分な格子解像度がない

場合に計算が不安定になることが知られており，工学的にも重要

な高レイノルズ数流れへの適用の妨げとなっている．この欠点を

克服するために，多緩和時間モデル(MRT) (1)，エントロピック格

子ボルツマンモデル(ELBM) (2)，準平衡モデル(QELBM)(3)(4)と呼ば

れるモデルが開発されている．特に，QELBM は 2 つの緩和時間

を用いて計算を安定化させる手法で， MRT よりもアルゴリズム

がシンプルである．また，QELBMはELBMのように緩和時間を

決定するために非線形方程式を計算する必要が無く，さらに，

ELBM では用いることが出来ない速度の数が最小の 3 次元 13 速

度（D3Q13）モデルを用いることが可能であるため，高レイノル

ズ数流れの高効率な数値計算手法として有望である．しかし，現

在までにQELBMを用いて3次元計算を行った例は無く，計算の

安定性や精度および計算速度がどの程度向上するのかについては

不明である．そこで，最近，著者らはD3Q13準平衡モデルを用い

て立方キャビティ流れの数値解析を行い，計算の安定性，計算の

精度，計算速度についてMRTやLBGKモデルと比較し，QELBM
はMRT やLBGKモデルと比べて，計算の安定性や計算結果の精

度を損なうこと無く,高効率な計算が可能であることを確認した(5)．

本研究では，QELBM が入口・出口境界を伴う場合にも有効であ

るかどうかを調査するため， 3次元正方ダクト流れの計算を行い，

計算結果の安定性・妥当性，計算速度について検証した．  
 

２．数値計算手法 

２－１ 準平衡格子ボルツマンモデル 

以下に QELBMの計算手法の概略を示す．詳細については文献
(4)を参照されたい． 

QELBMでは式(1)に示すように衝突項を2段階の緩和メカニズ

ムを用いて表す．右辺の第 1 項は緩和時間1での準平衡分布関数

f *への緩和であり，第 2 項は緩和時間2での準平衡状態から平衡

分布関数 f Mへの緩和である．この2つの緩和時間はそれぞれ，非

平衡の圧力テンソルの対角成分と非対角成分を調節する作用があ

り，LBGK モデルを D3Q13 モデルに適用する際の弊害となる低

マッハ数極限でのエントロピー不一致の問題を回避できる． 
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ここで， f *は，圧力テンソルの対角成分，流体の密度およ
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びマクロな速度の方向成分 uを用いて以下のように表わされる．
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３．計算結果 

３－１ 計算の安定性 
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尚，D3Q13 の場合，とには 1 あるいは-1 が用いられる．ま

た，平衡分布関数 f Mは式(2)のに以下の M
を代入すること

で求められる． 
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 uM                                         (3)                                                      

計算の安定性を調べるために，表１にU = 0.05の場合の安定な

解が得られる最大 Re 数を示す．表には比較のために，同じ格子

点数の 13 速度のMRT の結果も併せて示す．表 1 に示すように，

計算の安定性はQELBMの方が優れている．この結果は著者らが

最近行った 3 次元キャビティ流れの結果(5)と異なる傾向であり，

この原因として，出口境界の影響が考えられる．しかし，QELBM
や MRT では自由度を持つパラメータが含まれていることから，

厳密な比較を行うためには，それらの影響を考慮する必要がある． 
 本研究では，2つの緩和時間1および2に以下の値を用いる．  

 221  ,                                         (4)                                      
Table 1 Maximum Reynolds number required obtaining stable solution 

ここで，緩和時間 と動粘性係数の間には以下の関係がある． 

2

                                                 (5)                                          

Number of Grid QELBM (D3Q13) MRT (D3Q13) 

255×15×15 500 300 

 

３－２ 速度分布及び圧力勾配 式(1)を離散化して式を整理すると，新しい時間ステップでの分

布関数は以下の式で与えられる． 

     

    






,,f,f

t,gtt,tg

*M uu

xvx

2

1


       (6)                   

計算で得られた結果の信頼性を調べるために，図3にU = 0.05
およびU = 0.1の場合の，z/H = 0における異なる流れ方向位置で

の x-y 平面の速度分布の結果を示す．また，図には比較のために

次式で表される理論値の結果も示す． 
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２－２ 計算条件 
 本計算では，図1に示すように，一辺の長さがHの3次元正方

ダクトの流れ場を取り扱う．D3Q13モデルでは図2に示すように

静止粒子および格子点を中心とする各平面の対角方向の速度で構

成される．境界条件にはx = 0.に位置する入口平面（y-z平面）で

速度U = 0.05, 0.1の一様流入速度を与え，ダクトの壁面では速度0
の条件を与えた．また，流出境界条件として圧力を0.9で固定し，

速度を上流側のマクロな速度を外挿入する条件を用いた．格子は

格子間隔1の等間隔直交格子を用い，格子点数255×15×15であ

る．計算を実行したレイノルズ数 Re は特に指定しない限り，Re 
=100で行った．なお，本研究で用いたReはU, Lおよび に基づ

いている． 

ここで， u，pおよびはそれぞれx方向の速度成分，圧力および

粘性係数を示し，右辺の無限級数は反復回数を200として数値解

により近似した．  
図3 に示すように，QELBM で得られた速度分布は下流側に移

動するにつれて若干の増加が見られる．この傾向は特に U = 0.1
の場合で顕著である．これは，ダクト壁面による摩擦の影響で圧

力損失が生じ，密度が減少したため，質量保存の法則に従って速

度が増加したものと考えられる．故に，図4に示すように縦軸を

質量流量で整理すると，一様流入速度に関わらず流れ方向のどの

位置においても値がほぼ理論値と一致する．また，圧力勾配を理

論値と比較すると，U = 0.05の場合，QELBMで1.38×10-4，理論

値の圧力勾配1.28×10-4，U = 0.1の場合，QELBMで7.07×10-4，

理論値の圧力勾配 5.12×10-4 となり，一様流入速度が小さくなる

程，両者の値は近づくことが分かった．この原因としては一様流

入速度が大きい場合にはマッハ数が大きくなるため，計算誤差が

大きくなることが考えられる．また，U = 0.05の場合の速度分布

や圧力勾配の理論値からの若干のずれは，格子解像度が影響して

いることが考えられる．以上の結果から非圧縮性流れのようなマ

ッハ数が低い条件では，QELBM は出口・入口を有する流れ場に

おいても妥当な解を与えることが分かった． 
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Fig. 1  Definition of the computational geometry. 
 

 

 
３－３ 計算速度 

QELBM の計算速度を調査するために,QELBM および MRT の

各モデルのCPU時間を表2で比較する．ここで，計算ステップ数

は1.0×105，U = 0.05で，計算のプラットフォームはクロック周

波数2.26GHzのCPUを持つPCであり，並列計算は行っていない． 
表2よりQELBMの計算時間はMRTの約60％であり，著者らが

最近行った3次元キャビティ流れの結果(5) とほぼ同じ結果が得ら

れた．3 次元キャビティ流れから本研究のダクト流れのプログラ

ム上の変更点は格子点数及び境界条件のみであるため，計算時間Fig. 2  Definition of the velocity of D3Q13 model. 
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にも大きな相違がないものと考えられる．尚，今回用いた計算プ

ログラムは高速化のために特別なチューニングを行っていないの

で，その点については今後，調査する必要がある． 
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４．結論 

本研究ではD3Q13QELBMを用いて3次元正方ダクト流れの数

値解析を行い，計算の安定性，計算の精度，計算速度について理

論値，MRTと比較した．その結果，QELBMモデルは3次元立方

キャビティ流れの場合と同様に，入口，出口境界を有する場合で

も計算の安定性や計算結果の妥当性を損なうこと無く, 高効率な

計算が可能であることが分かった．今回の計算で対象としたレイ

ノルズ数はRe =100と低いため，今後はQELBMを一様等方性乱

流に適用して， QELBMの解，特に低い格子解像度を用いた場合

の解が，どの程度高レイノルズ数の乱流渦構造を捉えているかに

ついて調査する予定である． 
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Fig. 4  Mass flow rate profile at different position in flow direction 
(z/H = 0).  

  
Table 2 Comparison of CPU time (Number of time step = 1.0×105) 
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 QELBM (D3Q13) MRT (D3Q13) 

CPUtime [sec] 5.87×103 1.02×104 

Ratio 1.00 1.75 
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