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The purpose of this study is to develop a method which enables to simulate fully steady turbulent flow around complex 

geometries using Cartesian grid. An immersed boundary method is coupled with a wall function, so that highly 

clustered grid in wall normal direction which is necessary for turbulent flow simulation can be alleviated. This is 

essential when Cartesian grid is used because the grid can only be refined equally in all directions. The results from 

flow simulations around the flat plate show that turbulent boundary layer profile can be resolved with y+≈120 at the 

first cell above the wall when the plate is oriented tangential to the grid. Also, the profile can be resolved with y+≈30 

when the plate is oriented 45° to the grid.  

 

 

１． 序論 

航空機設計における数値流体力学（CFD）の利用頻度が高まる

中で，計算時間の短縮化が大きな課題となっている．そのため格

子生成にかかる時間はCFDの主要な問題の一つであり，直交格子

法が近年再注目されている．直交格子法は，複雑な物体形状に対

しても完全自動で格子生成が可能であるという利点を持ち，生成

時間を大幅に短縮できる． 

しかし直交格子法を乱流計算に利用する際には，格子数の大幅

な増大が問題である．乱流境界層の解像には物体壁面近傍で格子

を十分に細分化する必要があるが，壁面垂直方向のみに細かい格

子を寄せられる物体適合格子に対し，直交格子は格子が等方的に

分割される．その結果，物体適合格子の壁面垂直方向の格子幅と

同等の格子幅を有する格子を直交格子で生成すると，例えば二次

元平板乱流境界層の場合は物体適合格子と比較して10倍から100

倍程度の格子数が必要である．この課題を克服するために，物体

近傍にのみ物体適合格子を生成し直交格子と組み合わせる方法が

ある(1)．この方法は物体近傍に細かな格子を寄せられるが，物体

形状が複雑になると格子生成が困難になり，格子生成の容易さと

いう直交格子の最大の利点を損ねる． 

直交格子のみを用いる方法で格子増大の問題を避けるために，

境界層解像に必要な格子数を削減する手法が考案されている．壁

関数（wall model, wall function）を用いる手法(2)(3)，偏微分方程式に

基づく２層モデルによる手法(4)である．前者の手法では，理論的

な境界層プロファイルを壁近傍で定義し，背面の直交格子とカッ

プリングをする．後者の手法では，境界層方程式などの一次元の

偏微分方程式を壁近傍で解く．これらの手法を文献(2)ではカット

セル，文献(3)，(4)では埋め込み境界法と組み合わせて用いており，

平板を用いた検証計算で境界層解像に必要な格子数を減らすこと

に成功している．しかし，摩擦抗力係数の推算精度や格子に対し

て傾けた平板における境界層の解像に関して課題があり，直交格

子法に適した新しい乱流計算手法の開発が望まれている． 

本研究では、複雑な物体形状周りにおける定常乱流の計算を可

能とするために、直交格子に適した定常乱流計算手法を開発する

ことを目的とする．乱流モデルには Spalart-Allmaras (SA) 乱流モ

デルを用い，SA乱流モデルから導かれた壁関数(2)を壁近傍で定義

する．壁関数とカットセルを組み合わせる文献(2)とは異なり，埋

め込み境界法と組み合わせることで境界層解像に必要な格子数の

増大を抑える．平板乱流境界層の速度分布や摩擦抗力係数の推算

値を理論解と比較し，新しい乱流計算手法を検証する．また，壁

関数の導入による必要格子数軽減の効果，物体壁面の格子に対す

る位置・角度の計算結果への影響を調べる． 

  

２． 数値計算法 

 2.1 圧縮性流体ソルバー 

  現在研究室で開発中の二次元圧縮性流体ソルバー(5)(6)に乱流モ

デルを組み込む．Tab. 1に数値計算法をまとめる． 

格子生成は四分木法を用いた直交格子法によって行う．ここで

はFig. 1のように，格子をwall cell・body cell・fluid cellの3つの

種類に分類する．wall cellは物体壁面に交差する格子，body cell・

fluid cell はそれぞれ物体側・流体側の格子である．流体計算は

fluid cellに対して行う． 

 

Tab. 1  Numerical calculation method 

Grid generation Cartesian grid method  

Governing equation 2-D compressible RANS equation 

Turbulence model Spalart-Allmaras turbulence model 

Special discretization Cell-centered finite volume method 

Physical quantity gradient valuation Green - Gauss Method 

Inviscid flux valuation SLAU scheme 

Viscous flux valuation α-Scheme 

Time integration LU-SGS method 

 

Fig. 1  Cell definition 

 

  支配方程式は，式(1)で表される二次元圧縮性 RANS 方程式を

用いる． 
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 Qは保存量ベクトルQ =(ρ, ρu, ρv, e)Tで，ρは密度，(u, v) はそれ

ぞれ x方向，y方向の速度成分，eは全エネルギーを表しており，

それぞれレイノルズ平均が施されている．F，Gはそれぞれ x方

向，y方向の非粘性流束，Fv，Gvはそれぞれ x方向，y方向の粘

性流束で，式(2)，式(3)のように表される． 
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ここで，粘性応力とレイノルズ応力の和である全応力と，乱流熱

流束は以下のように表される．ただし，μは分子粘性係数，μtは

渦粘性係数，Pr はプラントル数，Prt は乱流プラントル数，M∞

は一様流マッハ数，Reはレイノルズ数である． 

)2)((
3

2

))((

)2)((
3

2

xytyy

xytyxxy

yxtxx

uv
Re

M

vu
Re

M

vu
Re

M



















  (4) 

T
Pr

c

Pr

c
q

t

ptp

















   (5) 

乱流モデルには，式(6)で表されるSA乱流モデル(Spalart-Allmaras 

turbulence model)(7)を用いる．変数~ は，渦粘性係数μtと式(7)の

ような関係が成り立つ． 
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また，ProductionとDestructionは式(8)から(12)で表される．dは

壁面からの距離を表す．  
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各パラメータは以下の通りである． 
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離散化はセル中心有限体積法を用い，非粘性流束，粘性流束の

評価はそれぞれSLAU scheme(8)，α-scheme(9)(10)によって行う．時

間積分にはLU-SGS法(11)(12)を用いる．  

 物体壁面は埋め込み境界法によって取り扱う．壁関数とのカ 

ップリングを行うことで乱流境界層解像に必要な格子数の軽減

を行う．詳細は次節に示す． 

 

 2.2 壁関数のカップリング方法 

  有限体積法では，各セル境界面を通過する流束をその境界面を

共有するセルの物理量から評価を行う．wall cellとそれに隣接す

る fluid cellの境界面での流束を求める場合は，wall cellまたは境

界面における物理量を境界条件として与える必要がある．本研究

では，埋め込み境界法と壁関数を用いて境界面の中心における物

理量を与える．以下にその手順を示す． 

  まずFig. 2のように，wall cellと fluid cellの境界面中心（点0）

を通るような物体壁面の法線上に，Forcing point（点 F）を定義

する．物体壁面から点 0，点 F までの距離をそれぞれ y0 ，yFと

し， yF = 1.5 Δxmin (Δxminは最小格子幅)とする．yFは点Fがfluid cell

内に位置するように，最小格子幅の対角線長さより長く定義した
(2)．点 0における各物理量は，点Fの物理量を用いて以下に示す

方法で与えられる．なお点Fの物理量qF (ρF, uF, vF, pF) は，点F

が存在する格子中心における物理量 qFc とその勾配∇qFc から式

(13)ように計算する．ここで，dはセル中心から点Fに向かうベ

クトルを表す． 

   d FcFcF qqq    (13) 

 
Fig. 2  Definition of point F and point 0 

物体壁面に平行な速度成分 u//は，壁関数より求める．計算方

法の概略をFig. 3に示す．壁関数にはSA乱流モデルから導かれ

たSA wall model(2)を用いる．SA wall modelは以下の式(14)で表さ

れ，壁法則に一致する関数である． 
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 ここで，y+ = y u τ / ν ，u+ = u// / uτである．yは物体壁面からの距

離，νは動粘性係数，u//は物体壁面に平行な速度成分，uτは摩擦

速度を表す．また，各定数は以下の通りである． 
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任意の点において，適切な摩擦速度uτを与えればy+とu+は式(14)
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を満たす．またそのような uτは一意に定まる．このことを利用

して，点Fでの壁面に平行な速度成分u//Fと壁面・点F間の距離

yFが式(14)を満たすようにuτを決めることができる．uτに任意の

初期値を代入して点Fでのu+，y+（uF
+，yF

+）（式(15)）を計算し，

Newton IterationによりuF
+，yF

+が(14)式を満たすようなuτを求め

る．  

FFF uyy  ， uuu FF //   (15) 

 求めた摩擦速度uτと壁関数を用いて，点0での速度u//0は以下の

ように評価できる． 

      uyuuuu 


000//   (16) 

（
000 uyy  ， uuu 0//0 

 ） 

また，求めた摩擦速度uτは u//の法線方向の勾配(∂u// /∂y)0の評価

にも使うことができる．まず点0における壁関数の勾配を式(17)

のように計算し，uτを用いて速度勾配(∂u// /∂y)0を式(18)のように

求める． 
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  壁面に垂直な速度成分u⊥0は，点Fでの値u⊥Fの線形内挿で与

える． 

  FFo uyyu   /0    (19) 

  圧力 p は点 F と等しい値を与える．密度は Crocco-Busemann

の式から温度を求めた後に，状態方程式から求める． 

Fpp 0     (20) 
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  さらにwall cellに隣接する fluid cellについて，u//の法線方向の

勾配を Green-Gauss Method の計算結果から壁関数で与えられる

勾配に置き換える．セル中心と壁面の距離，セルでの壁に平行な

速度成分から，(17)式，(18)式を用いて速度勾配を求めればよい． 

 

Fig. 3  Illustration of velocity computation at point 0 using wall model 

 

  渦動粘性係数νtについての混合長モデル
(13)(14)（式(22)）を用い

て~ を評価する．ここで，κ = 0.4，A+ = 25，S
~ は歪み速度の大

きさを表す．この式は LES 解析で壁面近傍を表現するのに多く

用いられる．本研究も粗い格子の計算では対数領域以上の領域の

みに格子が存在するため，この式を用いて壁面近傍の渦粘性を表

す．~ と νt は式(7)を変形した式(23)のような関係が成り立つ．

そこで，式(23)を χの νt / νについての近似関数（式(24)）に書き

改めることで，混合長モデルによって得られた νtから直接~ を

計算する．  
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(24)                              

  以上のように，wall cellの境界面では壁関数と混合長モデルを

用いて速度と渦粘性をそれぞれ評価し，fluid cellにおけるRANS

計算とカップリングをする．このとき摩擦速度 uτを正しく計算

できるように点 F は対数領域内に位置させる必要があり，これ

が格子幅を設定する際の制約となる(2)．また，壁関数は物体外部

(y＞0)でのみ使用可能であるが，本研究では境界条件の定義点を

fluid cellとwall cellの境界面中心にすることでこの条件を満たし

ている． 

 

３． 検証計算 

 Figure 4に示される長さ2の平板周りの流れ場を解析する．乱

流境界層の速度分布・摩擦抗力係数分布を理論解と比較し，乱流

境界層の解像に必要な格子数を調べる．さらに物体壁面の格子に

対する位置・角度を変化させ，境界層プロファイル・摩擦抗力係

数の計算結果への影響を調べる． 

 計算条件をTab. 2に示す．レイノルズ数を1.0×106，マッハ数

を0.2，迎角を0 (deg)とする．レイノルズ数の代表長さは，コー

ド長の半分の1とする．  

 物体壁面の格子に対する位置は，Fig. 5に示されるように fluid 

cell・wall cellの境界面と物体壁面の y方向の距離 d で表す．角

度は，Fig. 6の θで表す．dと θがともに0のとき，fluid cell・wall 

cellの境界面と物体壁面は完全に一致し，物体壁面に沿った格子

となる．Fig. 7に計算格子の一例を示す． 

 

Tab.2  Computational condition for flow simulation 

Reynolds number 

Mach number 

Angle of attack (deg) 

1.0×106 

0.2 

0 

 

 
Fig. 4  Illustration of flow simulation around the flat plate 
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Fig. 5  Definition of “d” 

 

Fig. 6  Definition of “θ” 

 

 

(a) θ = 0 (deg) 

 

(b) θ = 45(deg) 

Fig. 7  Computational grid 

 

3.1 すべりなし条件のみによる計算 

 壁関数を使わずに通常のすべりなし条件で計算を行い，RANS

計算の妥当性を検証する．物体適合格子で乱流計算を行う場合に

は，一般に物体壁面から一点目のセルにおける y+は 1 に設定す

る．そこで本計算でも一点目における y+が物体適合格子と同程

度の 1.05 になるように，最小格子幅を 3.05×10-5（格子細分化レ

ベル16）とする．d=θ=0とし，格子と壁面を一致させる． 

 Figure 8に，x=1.0における乱流境界層速度分布と 0<x<2にお

ける摩擦抗力係数を理論解と比較した結果を示す．速度分布・摩

擦抗力係数分布ともに理論解と一致する．よって物体適合格子と

同程度まで格子細分化を行えば壁関数なしで定常乱流計算が可

能であり，RANS計算は妥当である．ただしこのときの格子数は

54 万点であり，計算容量・計算時間の観点から格子数を抑える

必要性がある． 

 

(a) Velocity profile at x=1.0 

 

(b) Skin friction coefficient 

Fig. 8  Flow simulation around the flat plate 

without wall model, compared with theoretical value  

 

3.2 壁関数を導入した計算 

 壁関数を導入して計算を行う．最小格子幅を壁関数を用いない

場合に対して 2倍，4倍，16倍，64倍に変化させ，格子数をど

こまで抑えられるかを調べる．物体壁面の格子に対する位置 d 

は0，0.5Δxmin，Δxmin (Δxminは最小格子幅 )の 3通り，角度 θは

0，45(deg)の 2通りに変化させる． 

(1) 格子を壁面に一致させた場合の計算 

各最小格子幅での格子数，細分化レベル，壁から一点目におけ

る y+をTab. 3にまとめる． 

Tab. 3  Characteristics of the computational grid around the flat plate 

Minimum 

grid size 

Number of 

cells 

Refinement 

level 

y+ at the first cell 

above the wall 

1.95×10-3 8320 10 45.4 

4.88×10-4 42880 12 10.6 

1.22×10-4 135040 14 2.99 

6.10×10-5 270208 15 1.72 

 

計算結果を理論解とすべりなし条件での結果と比較したもの

をFig. 9に示す． 凡例のy+
minは壁から一点目におけるy+を表す．

速度分布，摩擦抗力係数分布ともに最も粗い格子でも理論解・す
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べりなし条件での結果と一致する．物体適合格子の計算での一点

目の y＋は 1 程度であるが，壁関数を導入することで y+=45 でも

乱流境界層を解像可能である．このとき摩擦速度を評価する点F

での y＋は 128 で，粘性低層の外でも対数領域内であれば正しく

摩擦速度を評価できる．細分化のレベルは6下げられており，格

子数を1万点以下まで抑えられる． 

 

 

(a) Velocity profile at x=1.0 

 

(b) Skin friction coefficient 

Fig. 9  Mesh convergence study for flow simulation   

around aligned flat plate using wall model, where d=0.0, 

compared with theoretical value and result without wall model 

 

(2) 壁面をy方向に動かした場合の計算 

  物体壁面の格子に対する位置を 0.5Δxmin，Δxminと変化させて

計算を行う．最小格子幅は壁面と格子が一致した場合と同様に設

定する．各最小格子幅での壁から一点目におけるy+をd=0.5Δxmin

とΔxminそれぞれの場合でまとめたものをTab. 4，Tab. 5に示す． 

各格子幅について同様の計算を行った結果を Fig.10，Fig11 に

示す．速度分布，摩擦抗力係数分布ともに最も粗い格子でも理論

解・すべりなし条件での結果と一致する．一点目の y+が 120 程

度であっても境界層を解像可能である． 

以上のθ=0(deg)の結果から，物体壁面と格子が同一方向の場合，

格子が物体壁面から 1 セル分離れた場合でも乱流境界層を解像

可能である．このとき壁面から一点目の y+は 120 程度でよく，

格子数軽減の効果が現れている． 

Tab. 4  y+ at the first cell above the wall 

in each minimum grid size, where d is 0.5Δxmin 

Minimum 

grid size 

y+ at the first cell 

above the wall 

1.95×10-3 124 

4.88×10-4 32.1 

1.22×10-4 7.88 

6.10×10-5 3.93 

 

Tab. 5  y+ at the first cell above the wall 

in each minimum grid size, where d isΔxmin 

Minimum 

grid size 

y+ at the first cell 

above the wall 

1.95×10-3 123 

4.88×10-4 31.4 

1.22×10-4 7.79 

6.10×10-5 3.86 

 

 

(a) Velocity profile at x=1.0 

 

(b) Skin friction coefficient 

Fig. 10  Mesh convergence study for flow simulation   

around aligned flat plate using wall model, where d=0.5Δxmin,  

compared with theoretical value and result without wall model 
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(a) Velocity profile at x=1.0 

 

(b) Skin friction coefficient 

Fig. 11  Mesh convergence study for flow simulation   

around aligned flat plate using wall model, where d=Δxmin, 

compared with theoretical value and result without wall model 

 

 (3) 壁面を格子に対して傾けた場合の計算 

物体壁面を格子に対して 45 (deg) 傾けて同様の計算を行う．

各最小格子幅での壁から一点目におけるy+をTab. 6にまとめる． 

計算結果をFig. 12に示す．一点目の y+が29程度になるように

格子を細分化すると，乱流境界層を解像できる．  

 

Tab. 6  y+ at the first cell above the wall  

in each minimum grid size, where θ is 45 

Minimum 

grid size 

y+ at the first cell 

above the wall 

1.95×10-3 107 

4.88×10-4 28.9 

1.22×10-4 7.08 

6.10×10-5 3.54 

 

 

 

 

 

(a) Velocity profile at x=1.0 

 

(b) Skin friction coefficient 

Fig. 12  Mesh convergence study for flow simulation   

around non-aligned flat plate using wall model,  

compared with theoretical value and result without wall model 

 

４．結論 

複雑な物体形状周りにおける定常乱流の計算を可能とするため

に、直交格子に適した定常乱流計算手法を開発した．埋め込み境

界法に SA 乱流モデルから導かれた壁関数を組み合わせ，境界層

解像に必要な格子数の増大を抑えた． 

検証のために平板を用いた計算を行った．物体壁面と格子が同

一方向の場合は壁から一点目のy+が120程度で乱流境界層が解像

可能であり，壁面を格子に対して傾けた場合でも一点目の y+が30

程度であれば乱流境界層を解像可能であった． 
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