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陰解法の時間刻みと収束率が圧縮性非定常流体解析の精度・効率に与える影響 
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on unsteady compressible flow analyses 
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The time accuracy and efficiency of the unsteady compressible flow analyses using implicit time integration are 

discussed. The 2nd order implicit backward difference formulation (I2BDF) and 2nd order optimized implicit backward 

difference formulation (I2optBDF) are compared. In both I2BDF and I2optBDF, 3 or 4 digit convergence of relative 

residual and max CFL number from 2 to5 are best combination in viewpoint temporal order and computational times. 

The difference of I2BDF and I2BDF are a little. 

 

１．序論 

近年高解像度スキームを用いた，圧縮性の音響や渦の解析が行

われるようになり，その有効性が示されてきている．特に壁があ

る流れ場の場合は，厳しいCFL条件により時間積分法には陽解法

よりも，陰解法が使われることが多いが，その陰的時間積分法自

体の時間精度については，空間精度に比べると今まであまり検証

や議論はされてこなかった．特に陰解法は巨大な行列反転を避け

るために，流束ジャコビアン行列を対角化したり因子化する過程

で様々な誤差を含み実質的には時間 1 次精度未満であるので，非

定常計算では内部反復法を用いるがその回数や収束性についての

検証や議論は殆ど無い． 

既往研究としてはChoiとMoin(1)によって，完全陰解法を用いて

非圧縮のチャンネル乱流を解く上で正確な解析を行うためには，

時間積分幅を dt+<0.4 (最大 CFL=3.0：非圧縮なので一様流速と格

子幅で定義された CFL 数)以下にする必要があり，大きすぎる dt

を用いると乱流変動を保てずに流れ場が層流化することを示した

が，内部反復の収束性については議論していない．今井ら(2)はオイ

ラー陰解法を用いて 2 次元の円柱によるカルマン渦の放出を解い

た場合に，内部反復を用いなくても，境界層付近で O(1)のオーダ

ー，すなわち渦の成長する粘性の弱い領域では局所 CFL 数(一様

流音速と格子幅で定義された CFL 数，以下特に断りが無ければ

CFL数はこの定義による)が1程度であるような，十分に小さいdt

を用いれば十分に妥当な解を得られることを示したが，収束性の

影響については議論していない．寺島ら(3)は遷音速フラッターにお

いては，十分に小さい時間刻み幅（振動1周期を4000分割する程

度の時間刻み幅）を用いれば内部反復法を用いなくても，内部反

復法を用いた解と変わらない結果が得られること，大きい時間刻

み幅では内部反復法が有効であることから，時間精度自体を向上

させるためことよりも，時間項を含めた方程式への収束性を高め

ることの方が重要であることを示したが，一番小さいdtの場合で

も最大 CFL 数が 40 と大きく，対象も我々の興味がある音響や渦

流れではない．Bijlら(4)は層流の2次元円柱流れに対して，圧縮性

ソルバーを用いて各種陰的陽解法(EDSIRK)と陰解法の比較を行

い，4 次精度の EDSIRK が精度と計算時間共に効率的であること

を示したが，我々の興味がある乱流場へは適用されていない． 

一方近年 Housman ら(5)よって圧縮性ソルバーを用いた音響波の

伝播解析においては，内部反復法の回数による許容誤差が，解析

結果に大きい影響を持つことを示し，内部反復回数との関係から，

大きいdtを用いることが必ずしも計算コスト減らすことに繋がる

わけでは無いことも示した．また野々村ら(6)は Housman らと同様

な 2 次元音響波の解析をパラメトリックに行い，音響波の伝播に

おいては計算が収束した解のうち最大CFL=2で内部反復が2回な

いし最大CFL=5で内部反復が5回の場合が，計算コストが小さく

最適であると結論づけたが，解の時間精度については議論してい

ない． 

我々の解析(7)から経験的には最大CFL数が 1から 2程度で，非

定常残差が3，4桁程度収束すれば良いことが分かっているが，そ

れに対してdtや内部反復数を変えて定量的に調査したことはない．

そこで本研究では，計算コストが効率的で且つ正確な解析を行う

ために必要な許容誤差を満たすような，最大CFL数の及び内部反

復数の基準を得るために，それらをパラメトリックに変えた解析

を行った．計算対象としては，特に乱流を含むような剥離流れに

おける時間積分法の精度を検証するために，研究の初期段階とし

てまず2次元の円柱剥離流れに対してして解析を行った． 

 

 

２．解析モデル 

（１）支配方程式 

 支配方程式として 2次元圧縮性Navier-Stokes方程式を用いた．

質量保存則，運動量保存則，エネルギ保存則からなり，一様流条

件及び円柱直径 d で無次元化を行った．3 つの基本的な無次元パ

ラメータ Re， M∞， Pr はレイノルズ数，一様流マッハ数，プラ

ントル数であり，以下のように定義される． 

𝑅𝑒 =
𝜌∞𝑢∞𝑑

𝜇∞
， 𝑀∞ =

𝑢∞

𝑎∞
， 𝑃𝑟 =

𝜇∞𝑐𝑝

𝑘∞
  (1) 

ここでμ， d， a， c p そして kは，それぞれ粘性係数，円柱直径，
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音速，定圧比熱であり，添字“∞”は，一様流状態を表している．

実際の計算では，これらを一般座標へと変換したものを用いた． 

 

 

（３）数値計算手法 

ISAS/JAXAで開発された圧縮性流体解析ソルバーLANS3D(8)，(9)

を用いた．以下に今回用いた手法を示す．2次元圧縮性Navier-Stokes

方程式を支配方程式とし，一様流の音速a∞と代表長である円柱直

径dで無次元化した．渦を効率的に解くために，メトリックス，ジ

ャコビアン，対流項および粘性項の離散化には6次精度のコンパク

ト差分法(10)を用いた．高周波の数値振動を抑えるために10次精度

3重対角フィルター(11)を使用した（フィルター係数は0.495）．フィ

ルタリングは毎計算ステップごとに1回行っている．時間積分法に

は2次精度3点後退差分(以下I2BDF)または2次精度最適化4点後退

差分(12)(以下I2optBDF)に，内部反復(13)を入れたADI-SGS陰解法(14)

を用いた．nステップとn+1ステップの間に内部反復(回数をmで表

す)を導入して，陰解法を一般的に表すると以下のようになる． 

(𝐼 +
∆𝑡

𝑎1

𝜕

𝜕𝑥
((

𝜕𝐸

𝜕𝑄
)

(𝑚−1)
) +

∆𝑡

𝑎1

𝜕

𝜕𝑦
((

𝜕𝐹

𝜕𝑄
)

(𝑚−1)
)) ∆𝑄(𝑚−1) =

−
∆𝑡

𝑎1
(

𝑎1∆𝑄(𝑚−1)+𝑎0∆𝑄𝑛+𝑎−1∆𝑄𝑛−1+𝑎−2∆𝑄𝑛−2，

∆𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
(𝐸(𝑚−1)) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝐹(𝑚−1) −

1

𝑅𝑒
(

𝜕

𝜕𝑥
(𝐸𝑣𝑖𝑠

(𝑚−1)) +
𝜕

𝜕𝑦
(𝐹𝑣𝑖𝑠

(𝑚−1)))  (2)  

ここで∆𝑄(𝑚−1)が 0 になったとすると，(2)式の右辺すなわち非定

常Navier-Stokes 方程式が満たされることになる．内部反復が収束

しさえすれば，左辺に関わらず完全な時間 2 次精度（定式化が 2

次精度の場合）が確保される．なお各陰解法の係数を以下の表に

示す． 

Table 1 Coefficients of Implicit Backward Differencing Formula 

(BDF) Schemes． 

 

また後に示す参照解には4段4次精度古典的Runge-Kutta法（以下

RK4）を用いた．内部反復数と無次元時間刻み幅については，後述

する．流入境界は一様流に固定，流出境界は静圧は一様流に固定

し，その他の物理量は外挿とした．壁面は滑り無しの断熱条件を

用いた．乱流モデルを用いない層流計算である． 計算は一様流条

件（インパルシブスタート）から開始した．陰解法の初期解には1

ステップ前と2ステップ前の解が必要であるので，それにはRK4の

解を用いた． 

 

（４）計算格子 

 計算格子はO型格子を用い，外部境界は円柱を中心に円柱直径

d に対して 1000d とした．計算格子は周方向 251 点，壁面に垂直

方向に 212 点あり総格子点数は約 5 万点程度，最小格子幅は境界

層の厚み方向に 1.0×10-3 である．コンパクト差分法の空間解像度

は高く，我々の経験では渦流れを例にとると，計算効率は50倍以

上の格子点数を用いた汎用的な 2 次精度数値計算に匹敵する(15)， 

(16)． 

 

（５）計算条件 

 一様流マッハ数は計算効率の点から，圧縮性の無視できる範囲

でできるだけ大きい値を取るためにM∞=0.2とし， 一様流レイノ

ルズ数は円柱直径を代表長としてRed=1000とした．これらの条

件が今井らの研究(2)を参考にした．CFL数は以下のように定義し

た．u，vはそれぞれ x，y方向の速度，ξx，ξy，ηx，ηyはそれぞれ

各方向のメトリックスである． 

𝐶𝐹𝐿 = max [|𝑢𝜉𝑥 + 𝑣𝜉𝑦| + 𝑎√𝜉𝑥
2 + 𝜉𝑦

2，  |𝑢𝜂𝑥 + 𝑣𝜂𝑦| +

𝑎√𝜂𝑥
2 + 𝜂𝑦

2，  ] (3)  

 無次元時間刻み幅については以下のテーブルに示すように最大

CFL数が1，2，5，10，20，50，100となる7ケースを選び，そ

れを後に示す相対残差の3つの基準値として適用した．それぞれ

相対残差を満たして収束するのに要した内部反復数と，後に示す

参照残差も記す．またそれを更に I2BDFと I2optBDFに対して行

った．また参照解としてRK4でCFL=1の計算も行ったので計43

ケースである． 

Table 2 Computational Cases． 

 

 

 

（６）解析データ取得及び処理区間 

総計算無次元時間は1000であるが，データ処理区間は準定常状

態になる600から1000とした．これは揚力係数の振幅が約19周期

分である． 

 

（７）相対残差 

陰解法がどれだけ収束しているかを判断するためには，一般的

には残差（保存変数の変化量のL2ノルム）の変化量で判断するが，

本研究では内部反復内の残差をわかりやすくするため相対残差と

いう指標を導入した．j, kはそれぞれξ，η方向のインデックスを，

jmax, kmaxはそれぞれξ，η方向のインデックスの最大値を示す．

これはあるタイムステップにおける各内部反復内での残差 s(j，k)

を参照残差で無次元化した物である．参照残差はあるタイムステ

ップより 1 ステップ前の保存変数 qold1(j，k)と 2 ステップ前の保

存変数 qold2(j，k)の差分を利用した．陰解法は共 10ステップに 1

回，この相対残差を用いて収束判定を行い，指定した桁だけ相対

残差が落ちれば，収束したと判定して内部反復を打ち切る． 

a-2 a-1 a0 a1

1次精度後退差分（オイラー陰解法） 0 0 -1 1

2次精度後退差分(I2BDF) 0 1/2 -2 3/2

2次精度最適化後退差分(I2optBDF) -1/6 1 -5/2 5/3

時間積分法 無次元時間刻み幅 最大CFL数 桁落ち 内部反復数 参照残差

4段4次精度古典的RK法 0.001 1

2次精度陰解法 0.001 1 3 2 1.06E-06
2次精度陰解法 0.002 2 3 2 2.32E-06
2次精度陰解法 0.005 5 3 3 6.20E-06
2次精度陰解法 0.01 10 3 3 1.23E-05
2次精度陰解法 0.02 20 3 3-4 2.68E-05
2次精度陰解法 0.05 50 3 5-6 7.86E-05
2次精度陰解法 0.1 100 3 11-21 1.59E-04

2次精度陰解法 0.001 1 4 3 1.06E-06
2次精度陰解法 0.002 2 4 3 2.36E-06
2次精度陰解法 0.005 5 4 3 6.79E-06
2次精度陰解法 0.01 10 4 4 1.54E-05
2次精度陰解法 0.02 20 4 5-6 3.75E-05
2次精度陰解法 0.05 50 4 11-17 9.20E-05
2次精度陰解法 0.1 100 4 36-55 1.54E-04

2次精度陰解法 0.001 1 5 3 1.06E-06
2次精度陰解法 0.002 2 5 4 2.09E-06
2次精度陰解法 0.005 5 5 4-6 6.69E-06
2次精度陰解法 0.01 10 5 7-12 1.45E-05
2次精度陰解法 0.02 20 5 12-24 3.31E-05
2次精度陰解法 0.05 50 5 33-52 9.88E-05
2次精度陰解法 0.1 100 5 92-126 1.83E-04

2次精度最適化陰解法 0.001 1 3 2 9.92E-07
2次精度最適化陰解法 0.002 2 3 2 2.00E-06
2次精度最適化陰解法 0.005 5 3 3-4 5.22E-06
2次精度最適化陰解法 0.01 10 3 4-5 1.33E-05
2次精度最適化陰解法 0.02 20 3 5-6 2.18E-05
2次精度最適化陰解法 0.05 50 3 5-7 8.90E-05
2次精度最適化陰解法 0.1 100 3 10-20 1.76E-04

2次精度最適化陰解法 0.001 1 4 3 1.27E-06
2次精度最適化陰解法 0.002 2 4 3 2.20E-06
2次精度最適化陰解法 0.005 5 4 3-4 6.48E-06
2次精度最適化陰解法 0.01 10 4 4-5 1.47E-05
2次精度最適化陰解法 0.02 20 4 5-6 3.41E-05
2次精度最適化陰解法 0.05 50 4 10-15 8.86E-05
2次精度最適化陰解法 0.1 100 4 35-50 1.29E-04

2次精度最適化陰解法 0.001 1 5 3 1.05E-06
2次精度最適化陰解法 0.002 2 5 3-4 2.63E-06
2次精度最適化陰解法 0.005 5 5 4-6 7.04E-06
2次精度最適化陰解法 0.01 10 5 6-9 1.44E-05
2次精度最適化陰解法 0.02 20 5 11-20 3.24E-05
2次精度最適化陰解法 0.05 50 5 31-47 8.86E-05
2次精度最適化陰解法 0.1 100 5 84-116 1.57E-04



第 28 回数値流体力学シンポジウム 

C08-2 

Copyright © 2014 by JSFM 3 

 

 

 

３．計算結果 

陰解法の時間精度を検証するために，参照解として RK4 で

CFL=1の解を使用した．その他計算手法と計算格子は陰解法と同

じである．なお本研究では陰解法以外にも，比較的大きいdtがと

れる陽解法である 6 段 2 次精度最適化 Runge-Kutta 法(17)や 6 段 2

次精度非線形最適化Runge-Kutta法(18)も検討したが，陰解法と比較

して精度や計算時間があまり変わらず，その有効性を示すことは

出来なかった．精度に関しては今回用いた陰解法が内部反復が収

束していれば陽解法と同等の精度が出ていたからであると．また

計算時間については，陰解法が比較的少ない反復数で収束したた

めである． 

図1の縦軸は I2BDF2と I2optBDFの揚力の時間履歴から求めた

ストロハル数を示し，横軸に最大CFL数を示している．プロット

はそれぞれ相対残差が3桁，4桁，5桁落ちたケースに対応してい

る．どのケースも CFL が小さくなるほど RK4 の CFL=1 の解，

0.236に収束していく．なお，一般的に知られている円柱のストロ

ハル数 0.2 と比べると値が大きいが，これは流れの 3 次元性があ

るためであり，先行研究(19)でも示されている．また，実際レイノ

ルズ数を Re=300 で計算するとほぼ 0.2 になることは確認してい

る． 

相対残差が 3桁落ちているケースは，I2BDF2と I2optBDF共に

CFL数が 5以上で誤差が急激に増加するが，相対残差が 5桁落ち

ているケースは最大CFL数が100でもストロハル数はあまり変化

しない．このことから最大CFL数をかなり大きくとっても相対残

差が 5 桁落ちていれば，または最大 CFL 数が 5 以下であれば，

I2BDF2と I2optBDF共にストロハル数に対する影響は少ないと言

える．なお，I2BDF2 の相対残差が 3 桁落ちた場合と 4 桁場合の

CFL5 のストロハル数及び I2optBDF2 の相対残差が 3 桁落ちた場

合と4桁場合のCFL5と10のストロハル数がほぼ一致しているが

これはそれぞれTable. 2に示すように，ほぼ同じ内部反復数で収束

しているためである．他の図でも同条件化で値が一致しているの

は同じ理由である．なお，I2BDFと I2optBDFを比較すると相対残

差が3桁落ちた場合はCFL5から20で，4桁場合はCFL5から10

で，I2optBDF の方が RK4 の解に近いが，CFL が大きくなると逆

に I2BDFの方がRK4に近くなる． 

 

 

Fig.1 Strouhal number against max CFL number   

 

 

図 2 の縦軸は揚力係数の時間履歴の分散を示し，横軸に最大

CFL 数を示している．どのケースもストロハル数と同様に最大

CFL数が小さくなるほど収束していく．I2BDF2と I2optBDF共に

相対残差が 3 桁落ちるケースで最大 CFL 数が 10 以上で揚力係数

の分散が急激に小さくなるのは，剥離せん断層の成長が遅くなる

ことで揚力の変動が小さくなるからである．一方相対残差が 5 桁

落ちているケースは I2BDF2 と I2optBDF 共に CFL を大きく 100

近くに取っても，揚力の分散はあまり変化しない．このことから

ストロハル数同様にCFL数をかなり大きくとっても相対残差が 5

桁落ちていれば，または CFL 数が 5 以下であれば，I2BDF2 と

I2optBDF共に揚力の分散の対する影響は少ないといえる． 

 

 

Fig. 2 Variance of CL against max CFL number  

 

図 3 は I2BDF2 と I2optBDF のRK4 とのストロハル数の誤差を

百分率で示し，横軸は最大CFL数を示している．誤差は以下のよ

うに定義する． 

          𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟 =
∆𝑆𝑡

𝑆𝑡𝑅𝐾4
=

𝑆𝑡𝐼𝑚𝑝𝑖𝑐𝑖𝑡−𝑆𝑡𝑅𝐾4

𝑆𝑡𝑅𝐾4
               (5) 

プロットはそれぞれ相対残差が3桁，4桁，5桁落ちた物のであ

る．I2BDF2と I2optBDF共に最大CFL数が 10以下では相対残差

が 3 桁，4 桁落ちているケースは傾きがおおよそ 2 であるので時

間精度が 2 次精度出ている．このことから今回の解析の条件下と

いう限られた範囲ではあるが，2BDF2 と I2optBDF 共に相対残差

が3桁，4桁落ちているケースでは，最大CFL数は10以下にする

ことが望ましい．また，相対残差が3桁，4桁落ちているケースは

最大CFL数が 5程度であれば，誤差が 1％程度であることも分か

った． 

 

 

Fig. 3 Error of Strouhal number  

 

図4の縦軸は I2BDF2と I2optBDFの計算時間を，横軸はCFL数

を示している．縦軸の単位は秒である．I2BDF2と I2optBDF共に
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相対残差が3桁落ちたケースはCFL数の増加と共に計算時間は減

少してCFL=20程度で収束するが，相対残差が4桁，5桁落ちたケ

ースは CFL が大きくなるほど dt が大きくなることで総積分回数

が減るので計算時間は減る方向になるが，CFLが50を超えると誤

差を収束させるために必要な内部反復数が増えて，計算時間は増

大する．また相対残差の桁落ちに比例して計算時間が増えており

特に 5 桁落そうとすると計算時間が急増することも分かる．相対

残差が4桁，5桁落ちたケースは最大CFL数が 20から 50付近が

一番計算時間が短いといえる．また相対残差が4桁，5桁落ちたケ

ースはCFL=1では，陽解法よりも計算時間がかかっている．なお、

I2BDF2と I2optBDFを比較した場合計算時間の差は非常に小さい．

このことから今回の解析の条件下という限られた範囲ではあるが，

計算時間という点では，最大CFL 数が 5 から 50 の間で相対残差

を3ないし4桁落すのが効率的であるといえる． 

 

 

Fig. 4 CPU times  

 

図5，6，7は揚力最大時の各最大CFL数における，瞬間流れ場

の渦度を示した物である．前述したように時間精度については

I2BDFと I2optBDFを比較した場合，差が小さかったので流れ場に

ついては I2BDF のみを示す．赤い等高線が参照解である RK4 を

示す．相対残差が3桁，4桁，5桁落ちたケースは青い等高線でし

めす．相対残差が 3 桁，4 桁，5 桁落ちたケースはいずれも最大

CFL数が大きくなると，参照解であるRK4の解よりも円柱の後方

で渦の移流速度が遅くなる上に数値振動も増える．特に相対残差

が 3 桁の落ちているケースの最大 CFL100 は，陽解法と比べると

剥離せん断層の成長が遅れと渦の移流速度の遅れている．これは

陰解法の位相誤差の影響であると考えられる．一方最大CFL数が

2 から 5 であれば 3 桁収束していれば物体近傍場はほぼ陽解法に

収束している． 

 

 

 

 

Fig. 5 Vorticity Contour line of 10-3 

red line : Solution of RK4 

blue line : Solution of I2BDF． 

 

 

Fig.6 Vorticity Contour line of 10-4 

red line : Solution of RK4 

blue line : Solution of I2BDF． 

 

 

 

Fig.7 Vorticity Contour line of 10-5 

red line : Solution of RK4 

blue line : Solution of I2BDF． 
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図8，9，10は図5，6，7の全体図である．どのケースも相対残

差の値にかかわらず，最大 CFL 数 10 以上になると，円柱から離

れた領域で，陽解法との渦の位置の差が目立つ．このことから相

対残差が 5 桁落ちたケースであっても，今回の解析の条件下とい

う限られた範囲ではあるが，最大 CFL 数は 10 以下にするのが望

ましいと考えられる．また，最大CFL数が大きくなると，総計算

時間に占めるファイルターの回数が少なくなるので後流で渦が減

衰しにくくなることも分かった． 

 

 

Fig.8 Vorticity Contour line of 10-3． 

red line : Solution of RK4 

blue line : Solution of I2BDF． 

 

 

Fig.9 Vorticity Contour line of 10-4 

red line : Solution of RK4 

blue line : Solution of I2BDF． 

 

 

Fig. 10 Vorticity Contour line of 10-5 

red line : Solution of RK4 

blue line : Solution of I2BDF． 

 

 

４．まとめ 

 陰解法の時間刻みと収束率が圧縮性非定常流体解析の精度・効

率に与える影響を調べるために，2次元円柱周りの解析をパラメ

トリックに行い以下のことが分かった． 

・今回の解析の条件下では2次精度陰解法と2次精度最適化陰解

法は共に最大CFL数が5以下であれば時間精度に対する影響は

少ない．  

・計算時間という点では，最大CFL 数が 5 から 50 の間で相対

残差を3ないし4桁落すのが効率的である． 

・2次精度陰解法と2次精度最適化陰解法を比較した場合，計算

精度と計算時間共に大きな差は無い． 

 以上のことから今回の解析の条件下では2次元的な渦が支配的

な現象では，相対残差を十分に収束させて，最大CFL数を小さ

くする方が良いが，計算効率を高めるために最大CFL数が5程

度であれば誤差を1%程度に抑えることが出来ると言える． 

今後は計算格子を細かいものと荒いケースでも解析を行い，よ

り一般的な知見が得られるようにする予定である．さらにより一

般的な渦流れに対してへの知見を得るために，3次元的な渦流れ

であるチャンネル乱流流れの解析を行う予定である． 
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