
第 32 回数値流体力学シンポジウム 

A11-4 

Copyright © 2018 by JSFM 1 

単一球形気泡周りの軸対称計算と速度境界層のモデル化 
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Various numerical, experimental and analytical work for bubble motion show that the wake which is generated by 

vorticity evacuated to the rear part of bubble affect bubble motion. Since the vorticity is generated on the bubble surface 

which is curved shear free surface, the numerical accuracy of velocity field on bubble boundary layer has important role 

in the flow field. We calculated axisymmetric flow around a spherical bubble using the vorticity-stream function 

formulation. It is shown that vorticity gradient on the bubble surface greatly affects the drag coefficient and also affects 

the tangential velocity at the bubble side unrelated to the drag coefficient. After guaranteeing numerical accuracy, we 

compared velocity distribution on the boundary layer obtained from the numerical calculation with that of previous study. 

The numerical results have larger perturbation velocity than the previous study results. 

 

１．緒言 

 気泡周りの流れ計算では，気泡境界層の計算精度が計算結果に

大きく影響を与える．これは，気泡表面で生成される渦度が気泡

の抗力や気泡形状，3次元挙動に影響を与えるためである． 

気泡運動を計算する際，一般に界面獲得法である Level Set 法(1)

やVOF法(2)，界面追跡法である Front Tracking法(3)が用いられる．

この際，計算精度の妥当性を保証するために用いるのは，実験も

しくは境界適合格子の結果から得られた単一気泡の終端速度（抗

力係数）や形状である．現在ではどの方法を用いても，精度よく

抗力係数を求められる．一方で，揚力係数など小さい力は，境界

適合格子のみが精度のよい結果を得ている(4)．これは，境界適合格

子では格子が界面を形成するため，界面を鈍らせて計算を行う一

般的な上記の方法に比べて，気泡境界層を精度よく計算できてい

るからだと考えられる．したがって，計算精度の保証には，気泡

の終端速度だけではなく，境界適合格子から得られた気泡境界層

の速度分布と比較することが望ましい．しかし，気泡境界層の速

度分布を示した例は少なく，著者が知る限りは Chen(5)が示したモ

デル式のみである．  

境界適合格子を用いた場合でも，計算精度を確認する必要があ

る．Moore(6)の境界層理論によると，気泡の速度境界層の厚さはレ

イノルズ数をReとしてO(Re-0.5)と非常に薄いため，計算格子は高

解像度でなければならない．Blanco ら(7)は境界適合格子を用いて

圧力–速度のNS式を解き，計算精度を保証するためには境界層内

に格子点が 3 点以上必要だとした．また，彼らは曲率を持つ自由

界面付近での渦度の排出蓄積メカニズムは計算手法に非常に敏感

であることを示した．気泡後方の定在渦は，渦度の排出と蓄積の

バランスによって発生するとされる．彼らの結果と渦度–流れ関数

法を用いたDandyら(8)の結果を比較すると，同Re，同気泡アスペ

クト比にもかかわらず，定在渦の長さや定在渦が発生する渦度の

値が異なった．彼らはこのように計算手法の違いによって異なる

結果が得られる場合があるため，さらなる計算結果の比較が望ま

しいと提言した． 

本研究では，気泡表面で生成される渦度を厳密に解くために渦

度–流れ関数法を用いて軸対称球形気泡周りの流れを解く．数値解

の結果から本研究で用いるアルゴリズムの精度を保証する．さら

に，気泡境界層の速度分布を導出した後，Chenのモデル式を補正

し数値計算結果に合うモデル式を提示する． 

 

Fig. 1 Computational coordinate system. 

 

２．計算手法 

計算格子は直交曲線座標（Fig. 1）を用いる．格子生成手法は

Duraiswamiら(9)の手法を参照した．デカルト座標系の点（x, y）は

直交曲線座標系の点（ξ, η）の間でラプラス方程式(1)，(2)式を満た

す． 
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ここで，hξ = [(∂x/∂ξ)2 + (∂y/∂ξ)2]1/2，hη = [(∂x/∂η)2 + (∂y/∂η)2]1/2はスケ

ール因子である．また，境界で直交条件(3)式を満たす． 
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なお本研究では，気泡表面付近の格子密度を増やすよう調整を行

った． 

 基礎方程式は，曲率を持つ自由界面での渦度生成量を厳密に解

くために渦度(ω)-流れ関数(Ψ)NS方程式を用いる．Ryskinら(10)(11)に

準じて，軸対称および直交曲線座標系の渦度-流れ関数法は(4)，(5)

式で表される． 
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𝛥𝛹 +𝜔 = 0 (5) 

ここで，hζ = yである．ラプラシアンは 
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である． 

 境界条件（Fig. 2）は次を満たす．対称軸上（η = 0, 1）において，

法線方向速度0及び渦度 0を満たす．遠方（ξ = 1）では，流入条

件（0.5 ≤ η ≤ 1）にux = 1の一様流，流出条件（0 ≤ η < 0.5）に(∂uξ/∂ξ ) 

= 0，(∂uη /∂η ) = 0を与えた．気泡表面（ξ = 0）では，法線方向速度

0 及び，接線方向の応力 0条件を満たす．接線方向の応力 0条件

は(7)式より求まる(12)． 

𝜔 = 2𝜅𝜂𝑢𝜂 (7) 

ここで，κη，uη はそれぞれη方向の曲率と速度である． 

 離散化手法は有限差分法，時間発展はルンゲクッタ/クランクニ

コルソン法を用いた．本計算は，Reの範囲を 50-1000にて計算を

行った． 

 

Fig. 2 Partial view with boundary conditions. 

 

３．計算精度 

 計算領域の影響を確認するため，Re = 50，気泡表面の格子厚さ

δ = 0.021aの計算領域と抗力係数との関係をFig.3に示す．なお，

本計算では低 Re数ほど計算領域の影響を大きく受けていること

を確認している．本研究では，計算領域は15aとした．計算領域

20aと比較して抗力係数の差が0.1%未満に収まる． 

 

Fig. 3 Drag coefficient as a computational region (Re = 50). 

 

格子解像度の影響を確認するため，条件の厳しい，境界層が薄

い高Re数であるRe = 1000を条件に確認する．気泡表面格子厚さ

と抗力係数の関係を Fig. 4に示す．差分精度は，境界では 2次精

度の片側差分，それ以外では2次精度の中心差分である．Fig. 4よ

り抗力係数が δ2に比例していることが分かる．しかしながら，δ = 

0.0036aと δ = 0.0043aの抗力係数の差が1%存在している．これは

Blancoらが提唱した境界層内に 3つ以上の格子点が存在すれば計

算精度が保証されるという結果と異なり，本計算手法では 7-8 点

存在しても抗力係数に明らかな差が生じる． 

 
Fig. 4 Drag coefficient as a grid thickness (Re = 1000). 

 

Fig. 5に気泡表面の動圧分布を，Fig. 6に気泡表面の接線方向速

度分布を示す．Fig. 5より気泡前方の動圧分布が格子厚さによって

異なることが分かるが，大きく異なることが分かるが，Fig. 6より

気泡前方の接線速度に差が見られない．動圧成分は(8)式より求ま

るため，本手法における動圧の差（抗力係数の差）は，(8)式の第

2項，気泡表面の渦度の勾配が大きく影響していると分かる． 
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Fig. 5 Dynamic pressure on bubble surface (Re = 1000). 

 

 

Fig. 6 Tangential velocity on bubble surface (Re = 1000). 
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そこで，差分精度を境界では 4 次精度の片側差分，境界の隣の

格子では 4 次の前進差分と後退差分を組み合わせたもの，それ以

外では4次精度の中心差分にて計算を行った．Fig. 7に抗力係数と

差分精度および格子厚さの関係を示す．Fig. 7より4次精度では抗

力係数が δ4に比例しており，格子厚さを大きくとっても抗力係数

の差が小さいことが分かる．  

このことから，曲率を持つ自由界面での渦度輸送を解く場合に

は，界面の渦度勾配を厳格に解かなければ，結果が大きく変化す

ることが分かる．気泡の計算において抗力係数を基準として精度

を上げるには，次数を上げる，また気泡前方の格子厚さを小さく

する必要がある．いずれも精度不足により抗力係数が大きく見積

もられていることから，Ryskin らの計算より得られた抗力係数が

Moore解やBlancoらの結果に比べて抗力係数が大きく見積もられ

た原因は，格子が厚いもしくは次数が低かったことが原因ではな

いかと考えられる．また，Fig. 6より格子厚さによって θ ~ π/2の

接線方向速度に差が見られる．この領域は抗力係数にほとんど影

響を与えないため，計算精度を確認する際には抗力係数だけでな

く速度分布の確認も必要である．本研究では，４次精度の差分お

よび，気泡表面の格子厚さδ = 0.0061aとした．格子厚さδ = 0.0036a

と δ = 0.0061aの抗力係数の差は0.3%未満である． 

 

Fig. 7 Drag coefficient as order accuracy (Re = 1000). 

 

 最後に，気泡表面を形成する格子点数を決定する．格子点数61

では抗力係数に有意な差が生じ，格子点数81以上をとると，抗力

係数に有意な差は生じないが，格子点数の増加に伴い後流領域の

速度分布に差が見られたため格子点数を161とした． 

 

４．気泡境界層速度分布 

Fig. 8にRe = 100，Fig. 9にRe = 1000の θ = π/2 radにおける接線

方向速度分布を示す．Fig. 8, 9より遠方では数値結果，Chenの式，

ポテンシャル解が一致している．気泡表面に近づくにつれ数値結

果及びChenの式はポテンシャル解から遠ざかり，どちらも気泡表

面付近での速度増加率がポテンシャル解と反対の符号を取る．ま

た，数値結果のポテンシャル解からの速度減少量はChenの式に比

べて大きく，またその領域も広いことが分かる．本研究では，0 < 

θ ≤ π/2の領域かつRe ≥ 50において全てこの傾向を示している． 

 Chenの式を数値計算と合うように補正する．また，ここで行う

補正は物理的な意味を介さないことに注意してほしい．ここで，

境界層領域は接線方向速度がポテンシャル解の速度と 1%以上差

がある領域と仮定した．接線方向速度の摂動速度は Chen(25)より

導出される．ここで，気泡表面の速度は(β/Re)1/2に依存する．境界

層領域はChenより ierfc (Z) = π -1/2 exp(-Z2) – Z erfc(Z)，Z = [(r - a)/a] 

/ [2(β/Re)1/2]より求まる．この2つの値を補正することで，Chenの

式と数値計算結果とを合わせた．詳細は，講演にて発表する．求

まった値はFig. 8, 9より広いRe領域にて数値計算結果と良好な一

致を示している．しかしながら，θ > π/2においてはChenの式はも

とより補正式と数値計算結果が合わなくなる．こちらについても

今後検証していく予定である． 

 

Fig. 8 Tangential velocity distribution (Re = 100, θ = π/2). 

 

 

Fig. 9 Tangential velocity distribution (Re = 1000, θ = π/2). 

 

５．結言 

渦度輸送を厳密に解くために渦度-流れ関数法を用いて軸対称

球形気泡周りの流れを計算した．本手法では，気泡表面の渦度勾

配の精度によって，特に高Reにおいて抗力係数に有意な差が見ら

れる．また，抗力係数に差が生じる領域は主に気泡前方領域であ

る． 

数値計算結果およびChenの式は，どちらも気泡表面での接線方

向速度の勾配がポテンシャル解とは逆符号になる．Chenの式は数

値計算結果に比べてポテンシャル解からの摂動速度が少なく，ま

たその領域も狭い．これらを補正し，数値結果と合うように式を

補正した．しかし，後方よどみ点（後流領域内）に近づくにつれ数

値計算結果と式は合わなくなる． 
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