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We present a new framework to extract low-dimensional modes and to predict their temporal evolutions.
Autoencoder-type Convolutional Neural Network (CNN) which can learn nonlinearity of data is used to ex-
tract low-dimensional modes and Sparse Identification of Nonlinear Dynamics (SINDy) is performed to obtain

ordinary differential equations with nonlinear terms of CNN encoded data. The proposed method is applied to a
flow around a circular cylinder at ReD = 100. The CNN trained by fluctuation components of velocity vector u,

v shows better results than the snapshot Proper Orthogonal Decomposition in terms of the energy reconstruction

rate. The errors of CNN and SINDy are accumulated when we reproduce the time evolution of flow field. The
error of CNN can be reduced by devising a better network structure; however, the error of SINDy depends on the

waveform of encoded values.

1. 背景および目的
流体の流れは，複雑で，時間・空間的に多くのパラメー

タで表される現象である．しかし，この複雑な現象の中
には，低次元モードと呼ばれる特徴的なパターンがいく
つか含まれており，低次元モードの重ね合わせで流れの
現象を再現できると言われている．
低次元モードを効率的に抽出する手法の一つとし

て，固有直交分解 (Proper Orthogonal Decomposition,
POD)(1)がある．PODを用いると，流れ場の時系列デー
タからエネルギーの高い順に低次元モードを抽出するこ
とができる．そのため，流れ現象に内在する重要な構造
を抽出できる．また，時間的に変化する流れ場は，低次元
モードの線形結合で表される．すなわち，低次元モード
を介することによって，流れ場の時間変化するパラメー
タを減らすことができる．Bergmann et al.(2)は PODを
介し，流れ場のパラメータを減らした最適制御を行い，計
算コストの低減を確認した．
しかし，PODをはじめとした多くの低次元モードの抽

出法は線形の理論に基づいており，非線形性の強い流れ
現象に用いるには限界があると考えられている．Alfonsi
& Primavera(3) は，Reτ = 180の乱流チャネルを POD
で分解し，95%のエネルギーを再現するのに 7260もの低
次元モードが必要であると報告した．
そこで，本研究では非線形な回帰関数を学習できる機械

学習に注目した．その中でも，データを低次元化する手法
として畳み込みニューラルネットワーク (Convolutional
Neural Network, CNN)(4)によるオートエンコーダ (5)が
ある．尾亦と白山 (6) は CNNオートエンコーダと POD
を用いて翼周り流れ場の低次元化を行い，非定常流れ場
の比較法を提案した．

CNNオートエンコーダはエンコーダとデコーダで構成
されており，流れ場はエンコーダで圧縮され，デコーダで
復元される．ここで，デコーダ部のみに注目すると，圧縮
したデータの時間発展が得られれば，流れ場の時間発展
が復元できることになる．そこで，本研究では圧縮された
データの時間発展を得る方法として Sparse Identification
of Nonlinear Dynamics (SINDy)(7) に注目した．SINDy
では，LASSO(8) など疎な説明変数を得る重回帰分析を
用いて，時系列データからその運動の支配方程式を得る
ことができる．

Fig. 1: Outline of this study.

本研究では，Fig. 1のように CNNオートエンコーダ
と SINDyを組み合わせ，流れの縮約モデルの新しいフ
レームワークを構築することを目的とする．具体的には，
ReD = 100の円柱周り流れにおいて，CNNオートエン
コーダを作成することにより低次元モードを抽出し，次
に，エンコーダを用いて得られた低次元モードの時系列
データに対し SINDyを行い常微分方程式を得ることによ
り圧縮場の時間発展を予測する．圧縮場の時間発展をデ
コーダに与えることで，流れ場を再現する．

2. 計算手法および訓練手法

2.1 訓練データの作成手法

CNNの訓練データとして，直接数値シミュレーション
(DNS)を行って流れ場のデータを作成する．DNSの支配
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Fig. 2: Computational domain and the area of train
data.

方程式は，連続の式と Navier-Stokes方程式，

∇ · u = 0 (1)

∂u

∂t
= −∇ · (uu)−∇p+

1

ReD
∇2u (2)

である．円柱の直径 D を代表長さとしたレイノルズ数
ReDは 100とする．計算領域は Fig. 2の点線で囲まれた
領域で，計算の時間刻みは ∆t = 2.5× 10−3 とする．計
算格子は幅∆x = ∆y = 0.025の等間隔直交格子を用い，
円柱表面の境界条件として，埋め込み境界法 (9)を用いる．
本研究では物体周りに注目するので，Fig. 2の青実線で

囲まれた 8.2 ≤ x ≤ 17.8，−2.4 ≤ y ≤ 2.4の領域におけ
る主流方向速度uと主流垂直方向速度 vを訓練データとし
て用いる．また，訓練データの時間間隔は 100∆t = 0.25
とする．DNS で計算されるストローハル数は約 0.1716
であるので，約 23枚で 1周期を構成している．瞬時場の
データを 10000枚用意し，訓練データとして用いる．

2.2 CNNオートエンコーダ
CNN は局所的な特徴を抽出する畳み込み層と，特徴

をまとめあげるプーリング層から構成されるニューラル
ネットワークの一つで，データの特徴を保ちながらデー
タを圧縮することができる．CNNオートエンコーダはエ
ンコーダとデコーダで構成され，エンコーダFencを用い
ると，m次元の入力データ qは l次元 (l ≪ m)のデータ
rに圧縮される．また，圧縮されたデータ rに対し，デ
コーダ Fdec を用いると，m次元の出力 q̃ まで復元され
る．まとめると，

r = Fenc(q) ∈ Rl (3)

q̃ = Fdec(r) ∈ Rm (4)

となる．CNNオートエンコーダは，入力 q と出力 q̃ の
差が小さくなるように訓練される．
本研究で用いたCNNの代表的なものをTable 1に示す．

Conv2D(h,w, n)層では h×wのフィルターによる畳込み
を n回行う．Deconv2D(h,w, n)層では，h×wのフィル
ターによる逆畳込みを n回行うことにより，データの拡
大を行う．出力層以外のすべてのConv2D層，Deconv2D
層に対し活性化演算を行う．なお，∗のついたConv2D層
ではゼロパディングを行わない．また，Maxpooling層で
は 2 × 2の小領域に対して最大の値のみ残るようにデー
タの圧縮を行い，Upsampling層では 1つの値を 2× 2の
小領域にコピーしてデータの拡大を行う．
このCNNにおいて，入力層から 8th Conv2D層までが

エンコーダで，(384, 192, 2)のサイズのデータを (2, 1, 1)
のサイズのデータまで圧縮する．1st Deconv2D層から出
力層までがデコーダで，(2, 1, 1)のサイズに符号化された
データを元のサイズのデータまで復元する．

Table 1 のような従来型 CNN オートエンコーダ (C-
CNN)では，2つの符号化された値に対し，モードごとの場

Tab. 1: Network structure of conventional CNN au-
toencoder

Layer Data size Activation

Input (384, 192, 2)

1st Conv2D (3, 3, 16) (384, 192, 16) tanh

1st MaxPooling (192, 96, 16)

2nd Conv2D (3, 3, 8) (192, 96, 8) tanh

2nd MaxPooling (96, 48, 8)

3rd Conv2D (3, 3, 8) (96, 48, 8) tanh

3rd MaxPooling (48, 24, 8)

4th Conv2D (3, 3, 8) (48, 24, 8) tanh

4th MaxPooling (24, 12, 8)

5th Conv2D (3, 3, 4) (24, 12, 4) tanh

5th MaxPooling (12, 6, 4)

6th Conv2D (3, 3, 4) (12, 6, 4) tanh

6th MaxPooling (6, 3, 4)

7th Conv2D (3, 2, 2)* (4, 2, 2) tanh

8th Conv2D (3, 2, 1)* (2, 1, 1) tanh

(Encoded values) (2, 1, 1)

1st Deconv2D (3, 2, 2) (4, 2, 2) tanh

2nd Deconv2D (3, 2, 2) (6, 3, 4) tanh

1st Upsampling (12, 6, 4)

9th Conv2D (3, 3, 4) (12, 6, 4) tanh

2nd Upsampling (24, 12, 4)

10th Conv2D (3, 3, 8) (24, 12, 8) tanh

3rd Upsampling (48, 24, 8)

11th Conv2D (3, 3, 8) (48, 24, 8) tanh

4th Upsampling (96, 48, 8)

12th Conv2D (3, 3, 8) (96, 48, 8) tanh

5th Upsampling (192, 96, 8)

13th Conv2D (3, 3, 16) (192, 96, 16) tanh

6th Upsampling (384, 192, 16)

14th Conv2D (3, 3, 2)
(384, 192, 2)

/Output

の様子を見ることができない．そこで，本研究ではTable
2のような構造を持つモード分解型CNNオートエンコー
ダ (MD-CNN)を作成する．まず，従来のCNNオートエ
ンコーダと同様の構造のエンコーダ Fencで (384, 192, 2)
のデータ qを (2, 1, 1)のサイズのデータ rまで圧縮する．
次に，圧縮されたデータ rを 1つ目の値 r1と 2つ目の値
r2 に分ける．1つ目の値に対しては 1st Deconv2D層か
ら 14th Conv2D層までのデコーダ Fdec1を，2つ目の値
に対しては 4th Deconv2D層から 20th Conv2D層まで
のデコーダ Fdec2 をそれぞれ用い，それぞれもとのサイ
ズのデータ q̃1, q̃2 まで拡大する．最後に，値 r1 に対応
する出力 q̃1 と値 r2 に対応する出力 q̃2 を足して，CNN
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Tab. 2: Network structure of Mode Decomposing CNN autoencoder

Layer Data size Layer Data size

Input (384, 192, 2)

(Same structure as Table 1)

(Encoded values) (2, 1, 1)

Value 1 (1, 1, 1) Value 2 (1, 1, 1)

1st Deconv2D (2, 1, 1) (2, 1, 1) 4th Deconv2D (2, 1, 1) (2, 1, 1)

2nd Deconv2D (3, 2, 2) (4, 2, 2) 5th Deconv2D (3, 2, 2) (4, 2, 2)

3rd Deconv2D (3, 2, 4) (6, 3, 4) 6th Deconv2D (3, 2, 4) (6, 3, 4)

1st Upsampling (12, 6, 4) 7th Upsampling (12, 6, 4)

9th Conv2D (3, 3, 4) (12, 6, 4) 15th Conv2D (3, 3, 4) (12, 6, 4)

2nd Upsampling (24, 12, 4) 8th Upsampling (24, 12, 4)

10th Conv2D (3, 3, 8) (24, 12, 8) 16th Conv2D (3, 3, 8) (24, 12, 8)

3rd Upsampling (48, 24, 8) 9th Upsampling (48, 24, 8)

11th Conv2D (3, 3, 8) (48, 24, 8) 17th Conv2D (3, 3, 8) (48, 24, 8)

4th Upsampling (96, 48, 8) 10th Upsampling (96, 48, 8)

12th Conv2D (3, 3, 8) (96, 48, 8) 18th Conv2D (3, 3, 8) (96, 48, 8)

5th Upsampling (192, 96, 8) 11th Upsampling (192, 96, 8)

13th Conv2D (3, 3, 16) (192, 96, 16) 19th Conv2D (3, 3, 16) (192, 96, 16)

6th Upsampling (384, 192, 16) 12th Upsampling (384, 192, 16)

14th Conv2D (3, 3, 2) / Output 1 (384, 192, 2) 20th Conv2D (3, 3, 2) / Output 2 (384, 192, 2)

Add (Output) (384, 192, 2)

の出力とする．まとめると，

r = Fenc(q) ∈ R2 (5)

q̃1 = Fdec1(r1) ∈ Rm (6)

q̃2 = Fdec2(r2) ∈ Rm (7)

q̃ = q̃1 + q̃2 ∈ Rm (8)

となる．この構造の CNNでは，圧縮された値に対し
て q̃1, q̃2を可視化することで，それぞれのモードを解析
することができる．
CNNの訓練の際，損失関数は平均二乗誤差とし，学習

率の決定にはAdam(10)を用いる．また，ネットワークの
過学習を防ぐために，Early Stopping(11)を導入する．訓
練データのうち，ランダムに選んだ 70%のデータを訓練
データとして，残り 30%を検証用データとして用いる．

2.3 Sparse Identification of Nonlinear Dynam-

ical systems (SINDy)

SINDy(7)は，時系列データからその運動を支配する非
線形方程式を得る手法である．一般的な動的システムは

d

dt
x(t) = f(x(t)) (9)

という常微分方程式で表される．ここで，x(t)は時間 t
における系の状態を表す．以下 x(t) = (x(t), y(t))と仮定

する．xについての時間履歴を集め，

X =


x(t1) y(t1)

x(t2) y(t2)
...

...

x(tm) y(tm)

 (10)

で表される行列X を構成する．また，同様に x(t)を時
間微分した値 ẋ(t)を集め，

Ẋ =


ẋ(t1) ẏ(t1)

ẋ(t2) ẏ(t2)
...

...

ẋ(tm) ẏ(tm)

 (11)

で表される行列 Ẋ を計算する．次に，X の非線形関数
で構成される Library行列 Θ

Θ(X) =

 | | | | | | |
1 x y x2 xy y2 · · · y5

| | | | | | |


(12)

を構成する．この Θ(X)を用いて，

Ẋ(t) = Θ(X)Ξ (13)
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Fig. 3: Relationship between number of encoded values
and validation loss.

で表される係数ベクトル Ξ，

Ξ =


ξ(x, 1) ξ(y, 1)

ξ(x, 2) ξ(y, 2)

...
...

ξ(x, l) ξ(y, l)

 (14)

を回帰分析により決定する．ここで，lは Library行列の
列の数である．この係数ベクトルが求まれば，Eq. (13)
より，常微分方程式は

dx

dt
= Θ(x)ξx (15)

dy

dt
= Θ(y)ξy (16)

と求まる．この Ξを求める際，SINDyでは疎な係数行列
を得られる回帰分析を用いることにより，常微分方程式
に寄与度の大きい成分を特定する．
本研究では，CNNエンコーダで圧縮された 2値に対

し，SINDyを行いその常微分方程式を得た．次に，常微
分方程式を数値積分して 2値の時間発展を計算した．さ
らに，これらを CNNデコーダに与え，流れ場の時系列
データを得た．

3. 結果および考察

3.1 CNNオートエンコーダによる流れ場の再現
まず，CNNの圧縮率の決定のために，様々な圧縮率の

CNNを作成し，評価を行った．従来型のCNNオートエン
コーダの構造で，圧縮するサイズを (24, 12, 4)，(6, 3, 4)，
(4, 2, 4)，(2, 1, 2)，(2, 1, 1)，(1, 1, 1)と変え，入出力を速
度場の値としたCNN (C-CNN-R)を作成した．また，圧
縮するサイズを (2, 1, 2)，(2, 1, 1)，(1, 1, 1)とし，入出力
を速度場の変動成分のみとしたCNN (C-CNN-F)も作成
した．以上のケースに対し，5回同一構成のCNNを作成
した．

CNNの圧縮された値の数と Validation Lossの関係を
Fig. 3に示す．図より，圧縮された値の数が 4つ以上で
は Loss はほぼ変わらず，場を 2 値に圧縮する場合でも
Lossはほぼ 1× 10−4 のオーダになることが確認された．
入出力を変動成分にしたときは，主流方向速度 uの値の
平均値が小さくなるので Lossが小さくなっている．

PODとの比較のため，CNNのエネルギー再現率の平
均値を計算した．これは，CNNにおいて，入力した流れ
場の持つエネルギー Einputのうち復元された流れ場のエ
ネルギー Epred の割合を示している．なおエネルギーは

Fig. 4: Relationship between Number of time-varying
values and Energy reconstruction rate.

入力データの領域 V に対し

E =

∫
V

(u2 + v2)dV (17)

より計算した．CNN と POD のエネルギー再現率
Epred/Einput は Fig. 4 のようになった．なお，図にお
いて，時間的に変化する値の数とは，PODにおいては展
開係数の数，CNN においては符号化された値の数であ
る．時間変化値の数が 1のときは，CNNは PODよりエ
ネルギーを再現できることが確認された．同様に 2，4の
ときは入出力を変動成分にした CNNのみ PODよりよ
い結果を示すことが確認された．また，2つのCNNで比
べると，入出力を変動にしたときのほうがエネルギー再
現率が高い．これは，エネルギー全体のうち平均成分が
92%以上を占めているからである．さらに，CNNにおい
て時間変化値の数が 2，4で大きな差がないことも確認さ
れた．このことから，以降符号化された値を (2, 1, 1)と
固定して CNNの作成を行った．
符号化された値を (2, 1, 1)としてTable 2のようなMD-

CNN について，訓練データが流れ場の生の値の CNN
(MD-CNN-R) と変動成分の CNN をそれぞれ 5 回作成
した．時間的に変化する値の数が 2 つの場合について，
PODとCNNのエネルギー再現率を比較するとFig. 5の
ようになった．C-CNNと比べ，MD-CNNはネットワー
クの構造が複雑で，訓練されるパラメータの数が多いた
め，エネルギー再現率が若干高くなっている．訓練デー
タが生の値の場合，エネルギー再現率のばらつきが大き
くなっている．C-CNN-FやMD-CNN-Fではエネルギー
再現率は 99.8%以上を超えており，PODより高い割合で
エネルギーを再現することができている．

CNN-FおよびMD-CNN-Fに流れ場を入力して出力さ
れた結果を Figs. 6-7に示す．図より，どちらも入力が再
現されている様子が確認できる．CNNを通して出力され
る場は，入力と比べると場が粗くなっている様子が確認
できる．この原因として，CNNにおいてUpsamplingで
データを拡大していることと，損失関数に平均二乗誤差
を用いていることが挙げられる．

MD-CNNでは，モードごとの場を見ることができる．
Figures 6-7の (a)を入力したときに出力される場を Fig.
8に示す．同様に，PODでのそれぞれの場を Fig. 9に示
す．MD-CNNのモードと PODのモードは似たような傾
向を示しているが，MD-CNNの方が流れの細かい構造
を捉えている様子が確認できる．

3.2 モード時間発展方程式の導出
3.2.1 C-CNN-Fと SINDyを組み合わせた結果 C-
CNN-F を用いて，流れ場の時系列データを圧縮したと
き，場は 2値で表される．この 2値を X，Y とすると，
その時間履歴は Fig. 10のようになった．さらに，二次中
心差分を用いてX，Y の時間微分値 Ẋ，Ẏ を計算した．
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Fig. 5: Energy reconstruction rate for four types of
CNN and POD.

Fig. 6: The color contour of stream-wise velocity u;
(a) Input (DNS), (b) Decoded field by C-CNN-F, (c)
Decoded field by MD-CNN-F

Fig. 7: The color contour of wall-normal velocity v;
(a) Input (DNS), (b) Decoded field by C-CNN-F, (c)
Decoded field by MD-CNN-F

Fig. 8: Each modes of MD-CNN-F

Fig. 9: Each modes of POD
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Fig. 10: C-CNN-F encoded values.

Fig. 11: Numerical integration of Eqs. (18)-(19).

次に，Eq. (12)のようなライブラリ行列を計算し，Eq.
(13)で表される係数行列 Ξを回帰的に求めた．なお，係
数行列を求める際は LASSOを用い，解のスパース度を
支配する L1正規化項の係数 αは α = 1× 10−4 とした．
係数行列から，圧縮場の支配方程式は，

dx

dt
= −0.0056 + 0.2848x− 0.5101y + 0.5281xy2

− 0.0120y3 + 0.0112y4 − 0.8732xy4 + 0.1740y5

(18)

dy

dt
= −0.0038 + 1.8696x− 0.2617y − 0.0130y2

+ 9.2229xy2 − 0.6550y3 + 0.4130xy3 − 0.0011y4

− 7.0571xy4 + 0.3785y5 (19)

となった．この微分方程式を 4次のルンゲ・クッタ法を
用いて積分すると，Fig. 11のようになり，良好な一致を
確認できた．

Figure 12に，復元された流れ場に関するエネルギー
再現率 Epred/Einputを示す．図より，SINDyと CNNデ
コーダを組み合わせて復元された流れ場はエネルギー的
に定常な状態になることが確認された．このCNN自体の
エネルギー再現率は 0.9990，SINDyと CNNデコーダを
組み合わせたエネルギー再現率は 0.9979なので，SINDy
自体にもエネルギー的誤差が生じ，その再現率は 0.9989
であることがわかった．しかし，これらの値は，いずれ
も PODのエネルギー再現率 0.9963より高くなっており，
エネルギーの点からは PODより良く流れ場が再現でき
ていると言える．
後流の (x, y) = (12,−0.5)の点における主流垂直方向

速度 vはFig. 13のようになり，時間が十分経過した後で
も，流れ場をよく再現していることが確認された．この
点の主流垂直方向速度 vの時間履歴から求めたストロー

Fig. 12: Energy reconstruction rate of SINDy & C-C-
NN-F decoded field (Simple Moving Average).

Fig. 13: Time history of wall-normal velocity on one
point in the wake (SINDy & C-CNN-F).

ハル数は 0.1721となり，DNSのストローハル数 0.1716
とよく一致した．

3.2.2 MD-CNN-F と SINDy を組み合わせた結果
前節同様にMD-CNN-Fのエンコーダで圧縮された 2値
を X，Y とすると，その時間履歴は Fig. 14 のように
なった．
次に，二次中心差分から Ẋ，Ẏ，さらにライブラリ行

列を計算し，係数行列 Ξを求めた．なお，LASSOにお
けるパラメータ α = 7.5× 10−4 とした．係数行列から，
圧縮場の支配方程式は，

dx

dt
= 0.0011− 1.8340x− 1.0763y − 0.0138x2

− 0.1276x3 − 0.2938y3 − 0.0086x4 + 3.0670x3y2

− 1.8249x2y3 (20)

dy

dt
= −0.0008 + 2.0368x+ 1.8343y − 0.0074y4

− 0.4967x5 + 1.8045xy4 − 0.4307y5 (21)

Fig. 14: MD-CNN-F encoded values.
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Fig. 15: Numerical integration of Eqs. (20)-(21).

Fig. 16: Energy reconstruction rate of SINDy & MD-C-
NN-F decoded field (Simple Moving Average).

となった．この微分方程式を積分すると，Fig. 15のよ
うになった．図より，もとの圧縮場と比べると周期がず
れることが確認された．圧縮場の様子が三角波のように
なっているため，SINDyでは誤差の大きい方程式しか得
られないからであると考えられる．

Figure 16に，復元された流れ場に関するエネルギー再
現率Epred/Einputを示す．図より，流れ場のエネルギーは
最初上昇し，しばらくすると定常になることが確認された．
この CNN自体のエネルギー再現率は 0.9996，SINDyと
CNNデコーダを組み合わせたエネルギー再現率は 1.0075
なので，SINDy自体の再現率は 1.0079であった．

後流の (x, y) = (12,−0.5)の点における主流垂直方向
速度 v は Fig. 17のようになり，位相はずれているが振
幅は減衰せず，流れ場をよく再現していることが確認さ
れた．また，ストローハル数は 0.1781となり，DNSの
ストローハル数 0.1716より若干大きい値となった．

Fig. 17: Time history of wall-normal velocity on one
point in the wake (SINDy & MD-CNN-F decoded field).

4. 結論
CNN オートエンコーダと SINDy を組み合わせ，流

れの縮約モデルの新しいフレームワークを提案した．
ReD = 100 の円柱周り流れに関して，流れ場を CNN
を用いて圧縮すると，2値まで圧縮しても流れのエネル
ギーの 99.9%以上を再現できることが確認された．これ
は PODの 99.6%より大きい値であり，CNNを用いるこ
とにより，高い再現率を実現できることが確認された．ま
た，CNNオートエンコーダを通した流れ場は，元のもの
に比べると粗くなることが確認された．
次に，CNN エンコーダを用いて得られた圧縮場に関

して SINDyを行い，微分方程式を得た．微分方程式を積
分した値を CNNデコーダに与えると，流れが再現でき
ることが確認された．積分した値の誤差により，エネル
ギー再現率に誤差が生じたり，復元された流れ場の周期
が元のものと異なることがあった．CNNオートエンコー
ダと SINDyのそれぞれのエネルギー再現率は，ケースご
とに異なるが，CNNに関しては構造や入出力を工夫する
ことでその誤差を小さくできる．そのため，SINDyによ
る誤差をいかに小さくするかが重要となる．
SINDyを行って得られた方程式の解釈や，誤差が小さ

くなるように SINDyを行う方法を解明すること，また他
の流れ場にこの手法を適用することなどが今後の課題と
して挙げられる．
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