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Neural network (NN) is used to construct an improved Sub-Grid Scale (SGS) stress model for Large Eddy Simulation. 

Numerical data obtained by direct numerical simulation (DNS) of isotropic homogeneous turbulence are used for 

training NN and its evaluation (a priori test). We focus on how training data selection and the input variables affect the 

NN’s performance. High correlation coefficients between the correct SGS stress obtained from DNS and that estimated 

by NN are obtained when the Hessian of the velocity is added to the input variables. Numerical simulation is also 

performed by using SGS models established by the NNs (a posteriori test). The result is compared with DNS data. 

 

１．緒言 

Large Eddy Simulation (LES)は乱流計算の場面で広く利用されて

いる手法である．LESでは流れをGrid scale (GS)とSub-grid scale 

(SGS)の2つに分け，大きなスケールであるGSのみを直接的に計

算し，SGSの流れの影響をSGS応力としてモデル化する．現在ま

でに数多くのSGS応力モデルが提案されているが，計算精度や計

算コスト，数値的安定性などから万能なモデルは存在せず，新た

なモデルの登場が期待されている．一方，近年のコンピュータの

性能の向上に伴い，統計的機械学習が様々な分野で成果を挙げて

いる．これらの手法の1つである教師あり学習では，未知のシス

テムの入力と出力の組から構成される教師データを利用して，そ

のシステムの挙動を自動的にモデリングすることができる．

Gamahara and Hattori(1)は機械学習装置としてニューラルネットワ

ークを利用し，チャネル流においてニューラルネットワークによ

る SGS 応力の推定が可能であることを示した．本研究では，

Gamahara らと同様の手法を用い一様等方性乱流においてニュー

ラルネットワークによるSGS応力の推定を行うことにより，SGS

応力モデルに必要な入力変数についての知見を得ることや，新た

な乱流モデルとして計算に組み込むことを目的とする． 

 

２．手法 

２．１．LES 

LES ではGS 流れをフィルタ操作により求める．任意の物理量

に対する一方向のフィルタ操作は(1)式となる． 

 
ここで はGSの物理量， はSGSの物理量を示す． はフ

ィルタ関数であり，本研究ではGaussianフィルタを用い，フィル

タ幅は DNS の格子幅の 8 倍とする．非圧縮性流体の支配方程式

である非圧縮性Navier-Stokes方程式にこのフィルタ操作を施すと

(2)式となり，LESではこの式を支配方程式として計算を行う． 

 

は SGS応力と呼ばれGSの物理量のみで表現

することができない．このため，方程式を閉じるには，SGS応力

を GS の物理量のみで表現するモデル化が必要となる．本研究で

はこの SGS 応力のモデル化にニューラルネットワークを利用す

る． 

 

２．２．ニューラルネットワーク 

ニューラルネットワークは神経回路を模擬した構造を持つ機械

学習装置であり現在幅広い分野で利用されている．本研究では教

師あり学習に分類される，3 層のフィードフォワードニューラル

ネットワークを用いる．Fig. 1 にニューラルネットワークの模式

図を示す．各ニューロンの出力は(3) 式で与えられる． 

 

ここで は出力， は結合荷重， は閾値，は基底関数を示す．

本研究では，2層への出力の基底関数にシグモイド関数，3層への

出力に線形関数を用いる．学習のアルゴリズムは

Levenberg-Marquardt Backpropagation 法を利用する．これらのアル

ゴリズムはMATLABに実装されているものを利用する． 

 

 
Fig. 1 Structure of neural network 

 

２．３．シミュレーションの条件 

教師あり学習を行うためには，教師データとなる正確なSGS応

力や GS の物理量が必要となる．本研究ではこれらの値を取得す

るために一様等方性乱流の直接数値計算(DNS)を行う．これによ

りGSの物理量やSGS応力を正確に算出することができる．DNS

の格子数は5123とし，Taylorマイクロスケールに基づくReynolds

数は とする．空間離散化には Fourier スペクトル法，時

間発展には4次精度Runge-Kutta法を利用する．またa posteriori test

では，DNSの計算コードに SGS応力項を加える形で，LESを行

う．その際の格子幅は 1283とし，初期条件として DNSにより得

られる乱流場にフィルタ操作を施した流れを利用する． 
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２．４．学習条件 

教師データとして同時刻の 5000 点の格子点のデータを利用す

る．この際に2つのデータ選択手法を試し，性能の比較を行う．1

つは連続する格子点のデータを選び出す手法’C’である．SGS応力

の値の確率密度には大きな偏りが存在し，この手法で教師データ

を取得するとFig. 2 ‘C’に示すようにSGS応力の値を複数の区間

に分けた際に，区間ごとの教師データの数に大きな違いが生じる．

そこで，この区間ごとに，同数の教師データを選び出す手法’U’

を 2 つ目の手法とする．ニューラルネットワークの入力変数は

Gamahara らの先行研究で有効性が示されている速度勾配テンソ

ルに加えTable. 1に示す計4つのパターンを試す．出力は

を利用し学習を行う． 

 

  
C   U 

Fig. 2 Histograms of the training data 

 

Table. 1 Input variables for  

( ) inputs are added when  is estimated. 

 
 

２．５．性能評価 

性能評価指標の一つとして，DNS から得られた正確な SGS 応

力とニューラルネットワークにより推定した値の相関係数を用い

る．この際に利用する DNS のデータは学習に利用した時刻のデ

ータと相関のない他の時刻のデータである．また入力変数を入れ

替えることにより， により学習したニューラルネットワークを

用いて の推定を行い，それらの値の平均値を性能評価指

標として用いる．非対角成分についても同様の調査を行う． 

 

３．結果 

３．１．教師データ選択法 

Table. 2に教師データ選択法に注目したa priori testの結果を示す．

この調査では，入力変数を とする．その結果，対角成分と非

対角成分の両方で’U’の手法で学習を行ったニューラルネットワ

ークが’C’の手法を利用したものと比較して高い相関を示し，’U’

の手法がニューラルネットワークの性能向上のために有用である

ことが分かる．このため以降の調査では，’U’の手法によってニュ

ーラルネットワークの学習を行う．Fig. 3 は縦軸をニューラルネ

ットワークによる推定値，横軸を DNS による正確なモデル値を

とった結合確率密度分布である．二つの手法を比較すると’U’の手

法を利用することにより特に SGS 応力の絶対値の大きい範囲で

推定性能が向上していることが分かる．一方，’U’の手法を用いる

と対角成分のSGS応力の値を大きく推定する傾向となる． 

 

Table. 2 Training data dependence of the C.C. 

Method C U 

Diagonal parts 0.75 0.82 

Off-diagonal parts 0.58 0.88 

  

 ‘C’  ‘C’ 

  

 ‘U’  ‘U’ 

Fig. 3 Joint P.D.F. of SGS stress  

 

３．２．入力変数 

Table. 3は入力変数に着目した a priori testの結果である．流速の

一階微分のみを入力とするDやGのニューラルネットワークにお

いても高い相関が得られているが，入力変数に流速の二階微分を

加えることにより，さらに高い相関が得られることが分かる．ま

たDに対してG，DDに対してGGにおいて，より高い相関が得

られることから， の推定には の推定には が重要

な役割を果たしているといえる．この入力の特徴は，フィルタ操

作を微分操作に置き換えた際のスケール相似則モデルや，Gradient

モデルなどに一致する．Yeo and Bedford(2)(3)やLeonard(4)はGaussian

フィルタによるSGS応力が(4)式で表現できることを示した． 

 

この結果から，ニューラルネットワークは，それらのモデルに近

いモデルを構成していると考えられる．本研究では(4)式を

の項までを利用して算出したSGS応力をニューラルネットワー

クによるモデルの比較対象として利用しExtended Gradientモデル

と呼ぶ．このモデルにより得られる相関係数は，ニューラルネッ

トワークによるモデルを上回る．Fig. 4はニューラルネットワー

クとExtended Gradientモデルから得られるSGS応力をDNSによ

るSGS応力と比較した結合確率密度分布である．Fig. 3と比較す

ると二階微分を入力として加えることにより，ニューラルネット

ワークの性能が向上することが分かる．また，Extended Gradient

モデルはSGS応力の対角成分をDNSと比較して小さく算出する

が，ニューラルネットワークによるモデルではその偏りが存在し

ないことが分かる． Fig. 5はSGS応力の平面分布である．Dと

DDを比較するとDDがよりDNSのSGS応力分布に近く，この

ことからも二階微分の入力を加えることの優位性が示される． 

 

Table. 3 Input variable dependence of the C.C. 

Name D DD G GG Ex. Grad. 

Diagonal parts 0.82 0.97 0.93 0.98 0.99 

Off-diagonal parts 0.88 0.96 0.90 0.97 0.99 
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 DD  DD 

  
 GG  GG 

  
 Ex. Grad.  Ex. Grad. 

Fig. 4 Joint P.D.F. of SGS stress 

 

  
 D  D 

  
 DD  DD 

  

 DNS  DNS 

Fig. 5 Spatial distribution of SGS stress 

 

３．３． a posteriori test 

a priori testにおいて最も高い相関を示した，GGのニューラルネ

ットワークを利用して，LES計算を行う．積分特性長に基づくeddy 

turnover timeの2～3倍の時間，定常流の計算を行い計算終了時点

でのエネルギースペクトルや渦度の確率密度分布，渦度の平面分

布をDNSと比較する．Fig. 6にDNSと今回のLESエネルギース

ペクトルを示す．ニューラルネットワークによるモデルは，k = 16

付近で DNS によるスペクトルと相違が見られるものの

Kolmogorovの-5/3乗則に沿うスペクトルを持つことが分かる．ま

た，Fig. 7 に示す渦度の確率密度分布からニューラルネットワー

クによるモデルと DNS の結果にフィルタ操作を行い算出した渦

度の確率密度分布が，ほぼ一致することがわかる．最後に Fig.8

に示す DNS にフィルタ操作を施した際の渦度とニューラルネッ

トワークによるモデルの LES から得られた渦度の平面分布を比

較すると，値の存在確率は同様であるが，渦構造の長さに着目し

た際に違いが存在することが分かる． 

 

  
Fig. 6 Energy spectrum 

 

 
Fig. 7 P.D.F. of vorticity 

 

  

Filtered DNS NN 

Fig. 8 Vorticity distribution 

 

４．結言 

本研究では SGS 応力モデルに必要な入力変数についての知見

を得ることや，新たな乱流モデルとして計算に組み込むことを目

的として，ニューラルネットワークによるSGS応力の推定や作成

したモデルを利用した LES計算を行った．その結果 SGS応力の

推定には速度勾配テンソルを入力として用いることが有用であり，

流速の二階微分を加えることにより性能が向上することが分かっ

た．また入力変数の一部を減らす調査から，ニューラルネットワ

ークが構成するモデルにはGradientモデルや，その発展系のモデ

ルとの関連が推測される．さらに，本研究ではニューラルネット

ワークにより構成したモデルを用いてLES計算を行った．その結
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果，ニューラルネットワークに基づくモデルが，エネルギースペ

クトルや，渦度の確率密度分布を再現することが分かった．今後，

更なる統計量の取得を行いDNSの結果や既存のSGS応力モデル

との比較を行っていく．また今回作成したニューラルネットワー

クによるLESは，格子数を5123に増やして計算を行ったところ，

高波数成分の減衰が不十分であり，安定的な計算が不可能となっ

た．ニューラルネットワークによるモデルが安定的に計算できる

ようにするための手法についても今後検討していく必要がある． 
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