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Linear stability of a Mach 6.8 boundary layer is investigated at a low-enthalpy condition of the HIEST wind-

tunnel. Fundamental stability aspects for waves with frequency of 15kHz, 330kHz and 345kHz, predominantly 

detected in the experiment, reveal that observed low-frequency waves are not due to the first mode instability 

and that, in some regions, the waves satisfy resonant conditions in that the combined phase of the two waves 

matches the phase of the third wave. In this study, boundary modes are analyzed in terms of phase velocity, 

based on Fedorov’s classification (Fedorov A. V., Annu. Rev. Fluid Mech. (2011), 43, 79-95). It follows that 

the frequency determining whether an unstable mode falls into S or F mode is found to be around 87.5 kHz. 

 
１．研究の背景 

 線形安定性理論(LST)によると，極超音速二次元境界層におい

て最も成長するモードはMackのsecondモード(1)である．second

モードの遷移機構における役割については，これまで多くの研究

がなされてきたが完全に理解されていない．例えばAEDC風洞B(2)

やNASA M6QT風洞(3)を用いた実験においては，LSTでは安定な

領域にて低周波の成長とそれに続く高周波との位相結合が観測さ

れているけれども，低周波の発生要因やそれ以後の物理について

はよく分かっていない．最近Chenら(4)は，自身の風洞実験条件に

おけるflaredな円錐上の極超音速境界層をとり上げ，その安定性

について安定解析手法により検討した．彼らは，Mackのfirstモー

ドまたはGor̈tlerモードに属する低周波と，振幅の大きな高周波間

の相互作用を考えることで，secondモードの振幅が大きくなると

低周波に位相変化が生じることや，それが高周波と共鳴すること

によって低周波に急成長が起こることなどを明らかにした． 
JAXA高温衝撃風洞(HIEST)(5)を用いた実験においても，この

相互作用の存在を窺わせる結果が認められている．これを受けて

Ito(6)らは最近，一つの低周波と二つの高周波間の非線形共鳴につ

いての理論を非粘性撹乱方程式に基づいて構築した．その結果，

三波間の周波数比が大きくなるほど共鳴作用も著しくなることが

示された．しかしその物理に関する詳細な解析はまだなされてお

らず，低周波の発生要因についても分かっていない．  
本研究の目標は，Itoの理論の妥当性を安定解析手法により検証

することである．Chenらによる検討も類似の相互作用に着目して

いるけれども，本研究とは以下の二つの点で異なっている．まず，

本境界層はstraightな円錐上に形成されており，壁面温度が外縁

値と一致する冷たい流れである．次に，HIESTの実験で観測され

たものは，高周波よりも先に発達する高振幅な低周波を含む相互

作用である．以上からまずは，本境界層の基本的な安定性を把握

することが重要と考えられる．特に，理論における共鳴条件を満

足し，かつ実験で計測された撹乱をLSTの解によって近似可能か

どうかについて検討する必要がある．これまで低周波と高周波間

の共鳴条件の満足性の観点から，極超音速境界層の安定性解析が

実施された例は少ない．そこで本研究では，HIESTの実験条件下

の境界層の線形安定性を調査することによって，計測された撹乱

の増幅特性と共鳴条件の満足性を検討することを目的とした．な

お結果の整理においては，Fedorov(7,8)の解の分類方法を採用し，

各撹乱がどの一様流撹乱と結びついているかについても検討した． 

２．数値解析法 

 本研究では，微小撹乱の消長を記述する線形安定方程式(9)によっ

て基本流の安定性を調べた．なお撹乱𝒒の形は次式である． 

𝒒(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝒒(̃𝑦) exp[𝑖(𝛼𝑥 + 𝛽𝑧 − 𝜔𝑡)] + c. c.       (1) 

ただし，𝑥, 𝑦, 𝑧はそれぞれ主流方向，壁面垂直方向，スパン方向の

座標，𝑡は時刻であり，𝛼，𝛽，𝜔はそれぞれ撹乱の主流方向とスパ

ン方向の波数と周波数である．なお本研究では，撹乱の空間的消

長にのみ着目するので，𝛼を複素数，𝛽と𝜔を実数と定義した．ま

た，𝒒 ̃ = (𝑢̃, 𝑣,̃ �̃�, 𝜌,̃ 𝑇 ̃)յは𝑦方向の振幅関数であり，𝑢̃, 𝑣,̃ �̃�はそれ

ぞれ 𝑥, 𝑦, 𝑧方向の各速度成分，𝜌は̃密度，𝑇̃は温度である．圧力 𝑝̃

は理想気体の状態方程式を通して得られる．解くべき式は，式(1)

を線形撹乱方程式に代入すれば導出され，最終的には以下にまと

められる． 
(𝑳Ј + 𝑳φD + 𝑳ϵD

ϵ)𝒒 ̃ = 𝟎.                   (2) 

ここで，𝑳ք(𝑖 = 0,1,2)は𝛼，𝛽，𝜔と基本流の物理量により構成さ

れる5 × 5の係数行列，Dは𝑦方向に関する微分作用素である．𝒒に̃

対する境界条件は壁面と無限遠方の位置においてそれぞれ課され，

次式で与えられる． 

𝑢̃ = 𝑣̃ = �̃� = 𝑇̃ = 0         at      𝑦 = 0.      (3a) 

ि𝑳Ј|֔→� + 𝑳φ|֔→�Dी𝒒 ̃ = 𝟎    as    𝑦 → ∞.     (3b) 

なお本研究では，超音速モードを扱うため上部境界条件(3b)とし

て，非粘性撹乱方程式に基づくThompsonの条件(10,11)を採用した． 

３．基本流 
 基本流はLevy − Lees − Dorodnitsyn変換(12)を施した圧縮性二

次元の平板境界層方程式の相似解である．外縁条件にはHIESTの

低エンタルピー条件の表一の値を設定した．ただし下付き添え字

𝑒と𝑤はそれぞれ境界層外縁と壁面の位置における値であること

を示す．安定性を特徴づける壁面温度の条件は，外縁の値と一致

する等温条件(𝑇֒ = 𝑇ր)に相当する．断念条件下では，壁面温度は

𝑇֒(= 𝑇ռտ) = 8.51𝑇ր程度にまで上昇するので，それに比べるとこ

の境界層は冷たい．ここで，𝑇ռտは断念条件下における壁面温度を

意味する．得られた相似解を図1に示す．横軸は相似変数𝜂である． 
 

Tbl. 1 Flow condition at the boundary layer edge. 
𝑀𝑎ր 𝑇ր[K] 𝜌ր[kg mϯ⁄ ] 𝜇ր[kg (ms)⁄ ] 𝑇֒ 𝑃𝑟 

6.7586 295.6387 0.039863 0.00001825641 𝑇ր 0.7 
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Fig. 1 Similarity solutions for a hypersonic 2D boundary layer. 

 
４．安定解析の結果 

４．１ 二次元撹乱に対する固有値特性 

 一般に最も不安定なsecondモードは二次元波であるので(1)，ま

ずは撹乱のパラメータを𝛽 = 0に固定してLST解析を実施した．𝜔

については実験にて計測された支配的な撹乱の周波数で，かつIto

の理論における共鳴条件を満たす可能性のある組合せの15kHz，

330kHz，345kHzをとり上げた． 

 まず，図2と3に330kHzと345kHzを持つ各モードの位相速度

𝑐 = 𝜔 𝛼֍⁄ と成長率−𝛼քの結果を与える．ただし下付き添え字𝑟と𝑖

はそれぞれ複素数の実数と虚数部を表す．横軸はともにReynolds

数 𝑅𝑒であり，−𝛼քには局所の基準長さ 𝛿(𝑥)による無次元化が施

されている．ここで，𝑅𝑒と𝛿の定義は以下の通りである． 

𝑅𝑒 =
𝜌ր𝑈ր𝛿(𝑥)

𝜇ր

,      𝛿(𝑥) = ఋ
𝑥𝜇ր

𝜌ր𝑈ր

.              (4) 

各図において，記号付き曲線は330kHz，記号無し曲線は345kHz

を持つモードに対する結果である．図2の各実太線は，四つの連続

モード(13)の各分岐点における位相速度であり，大きな値の順から，

早い特性速度を持つ一様流音波(𝑈ր + 𝑎ր)，渦度/エントロピー波

(𝑈ր)，遅い特性速度を持つ一様流音波(𝑈ր − 𝑎ր)に相当する．結果

の整理においてはFedorov(7,8)にならい，前縁近傍での位相速度に

よって各モードを𝐹モード(𝑈ր + 𝑎րに漸近)と𝑆モード(𝑈ր − 𝑎րに

漸近)に分類した．なお𝐹モードについては多数の解が存在するの

で，𝑝̃֍の境界層内における零点の数𝑛 − 1によってこれらを判別し，

𝐹(։)と表記した．結果を見ると，両ケースとも𝑅𝑒 = 1000辺りに最

大の成長率を迎える不安定解が存在する．過去の研究(7,8)によれば，

Mackのsecondモードとは，𝑆と𝐹(φ)間の位相速度の一致(同期)に

よる解の分岐で不安定化したものと報告されているけれども，図

2においては厳密な同期は起こっていない．Fedorovの観点による

分類では，本研究の不安定モードは両ケースともに𝑆モードであ

ることが分かった．これは遅い特性速度を持つ一様流音波が前縁

近傍で受容され，それが下流につたって不安定化することを示唆

している．一方，𝐹(φ)モードは流れ場全域で安定ではあるけれども，

異なるモードとの同期による解の分岐の役割を担う．例えば，𝑆モ

ードが安定に転じた後は，𝑅𝑒 = 2200~2300において，𝐹(φ)は𝐹(ϵ)

モードと同期し，(𝐹(ϵ)モードの)成長率が増す．いわゆるMackの

thirdモードである． 

次に，15kHzを持つモードに関する結果を図4と5に示す．この

ケースについては，𝑆と𝐹モードの同期による解の分岐と不安定化

が認められる．一方，高周波の結果と異なる点として，低周波の

場合には不安定解は𝐹モードであった．周波数が低くなるにつれ  

 
Fig. 2 Phase velocities of high frequency disturbances. 

 

 

Fig. 3 Spatial growth rates in figure 2. 
  

て，不安定解が𝑆から𝐹モードに変化することはChuvakhovらの

検討(14)においても報告されているが，その物理的背景については

よく分かっていない．過去の研究(7,14)によれば，不安定解がどちら

に属するかは諸条件(𝑀𝑎ր数，温度条件，周波数など)に依存する

ようである． 

さて，HIESTの実験においてはともに発達する低周波と高周波

の共存が認められる．ここで，図3と5を比較してみると，低周波

と高周波の不安定領域は互いに離れていることが分かる．よって，

実験で計測された三波(15kHz，330kHz，345kHz)の全てがMack

のsecondモードであることはなさそうである．一方，高周波の下

中立安定点付近(𝑅𝑒 = 800~900)において，低周波の𝑆と𝐹モード

が，成長率の −10−Θ程度のわずかな安定状態であることはさらに

調べていく必要がある．なぜなら，LST解析において無視された

流れの(発達する場合の)非平行性は一般に撹乱に対して不安定化

に寄与し，もしその効果を含んだ解析における成長率が正値をと

れば，発達する三波の共存可能な流れ場を構成できるからである． 

最後に高周波の結果にない特徴として，本研究における低周波

には不安定な超音速モード(𝑎ր < 𝑈ր − 𝑐)のあることが明らかと

なった．このモードの特徴は，境界層の外側における振動的振る

舞いであり，物理的にはある角度で壁面から外側へ向かう音波の

自発的放射(spontaneous  acoustic  radiation)の発生を意味する．

特に，不安定な超音速モードではこの放射が強い．自発的音波放

射は冷たい境界層の場合に見られる現象であり，最近ではBitter  



第 32 回数値流体力学シンポジウム 

D07-3 

Copyright © 2018 by JSFM 3

 
Fig. 4 Phase velocities of low frequency disturbances. 

 

 

Fig. 5 Spatial growth rates in figure 4. 
 

ら(15)やChuvakhovら(14)によって詳しく調べられている．それらに

よれば，自発的音波放射が生じると高周波から低周波へのエネル

ギーの輸送が起こり，その結果，高周波の成長が抑制されること

などが明らかとなっている．なお図4と5の記号付き曲線(𝐹 )は，

上流の𝐹モードと𝑈ր − 𝑎րを持つ連続モードが同期した際の解の

分岐によって生じる安定な超音速モードである． 
４．２ 中立安定曲線、N値および三次元撹乱に対する解析結果 

 ここでMackのsecondモードに対する解析結果のまとめとして，

中立安定曲線と𝑁値の結果をそれぞれ図6と7に与える．なお𝑁値

の定義は次式である． 

𝑁(𝑥; 𝜔) = ௷ −𝛼ք

֓

֓ɱ

(𝑥; 𝜔)d𝑥.                  (5) 

ただし𝑥Јは下中立安定点とする．図6からHIESTの実験条件下で

は，約87.5kHzを境にして，それよりも高い周波数を持つ不安定な

モードは𝑆モード，低い周波数を持つモードは𝐹モードに分類され

ることが分かった．よって，安定な超音速モードの起点の破線部

から上中立安定点までの領域では，不安定な超音速モードによる

強い自発的音波放射が発生すると考えられる．このことは𝑁値の

結果にも表れており，85kHzから90kHzにかけて曲線の形に変化

が生じるのは，図4と5において，𝐹モードが𝑈ր − 𝑎րを持つ連続モ

ードと同期する場所で，成長率の傾きが変化し，高周波の場合と

比べて不安定領域が拡大するためである． 

 

Fig. 6 Neutral stability curve of 2D Mack second modes. 
 

 
Fig. 7 N factors. 

 

さて，Malik (16)は二つの冷たい境界層に対する安定解析と飛行

実験結果の比較によって遷移𝑁値(𝑁Ϭϝӳ)を評価している．その結果，

𝑀𝑎ր数が14と5.6の境界層に対する各𝑁Ϭϝӳ値は，それぞれ約9.5と

約11.2であった．またMortensen(17)は，一様流乱れの強い風洞実

験環境下では𝑁Ϭϝӳ値はさらに小さく5程度になると報告している．

ここで，HIEST実験の遷移開始位置付近にて計測された表面圧力

揺らぎのパワースペクトルには，15kHzと330kHz付近にピークを

持つ乱れが見られる．HIEST風洞における一様流乱れの定量化は

まだなされていないけれども，図7を参考にして，LST解析結果に

基づく𝑒կ法の𝑁Ϭϝӳ値を推算すると，3程度と小さく実験時の一様流

乱れが非常に大きかったことが窺える．  

一方，15kHzを持つ低周波に関しては，図7によれば𝑁が10以上

の値をとることになり，𝑒կ法によって判断すればMackのsecond

モードではなさそうである．その他に考えられる不安定性は，

Mackのfirstモードによるものである．そこで次に，15kHzを持つ

firstモードに対するLST解析を実施した．一般に最も不安定な

firstモードは三次元波であるので(1)，ここでは𝛽をパラメータとし

て解析を実施した．その結果得られた中立安定曲線を図8に示す．

縦軸は𝜔と音速𝑎րによって無次元化された𝛽である．また，本研究

では壁面冷却の影響を検討するため，様々な𝑇֒に対する中立安定

曲線を描いた．なお，本研究における温度条件は，𝑇֒ = 0.116𝑇ռտ

である．実線(𝑇֒ = 𝑇ռտ)から小破線(𝑇֒ = 0.6𝑇ռտ)までの結果を

見ると，無次元𝛽がおおよそ0.25以下までは三次元化による不安定 
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Fig. 8 Neutral stability curve of oblique first modes  
with frequency of 15kHz. 

 

領域の拡大，それより大きな𝛽に対してはその縮小が見てとれる．

壁面の冷却効果については，𝑇֒の減少につれて不安定領域が縮小

することから，過去に報告(1)のある通り，firstモードに対して安定

化に寄与することが分かる．特に，本解析条件(𝑇֒ = 0.116𝑇ռտ)に

おいては，全ての𝛽にわたって不安定領域の存在しないことが明ら

かとなった．したがって，HIEST実験で計測された15kHzを持つ

低周波はMackのfirstモードでもない． 

４．３ 共鳴点の有無 

 最後に，HIEST実験条件における三波間の共鳴点の有無につい

て検討する．ここで共鳴条件とは，三波の位相 𝜃(ք)(𝑖 = 1, 2, 3)の

間に以下の関係式が成立することである． 

𝜃(φ) = 𝜃(ϵ) + 𝜃(ϯ),    ॱ𝜃(ք) = 𝛼֍
(ք)𝑥 + 𝛽(ք)𝑧 − 𝜔(ք)𝑡ॲ.         (6) 

これまで，式(6)に基づき議論されたものには，例えばCraik(18)に

よる非圧縮性境界層における分調波共鳴機構や，Kosinovら(19)と

Mayerら(20)による超音速境界層における非対称分調波共鳴機構な

どが挙げられる．一方で，極超音速境界層における大きな周波数

比 𝜔(ք)/𝜔(օ) (𝑖 ≠ 𝑗)を持つ波に関する共鳴機構について着目した

例はあまりない．ここで，本研究における周波数をそれぞれ𝜔(φ) =

15kHz，𝜔(ϵ) = 330kHz，𝜔(ϯ) = 345kHzとすると𝜔(φ) + 𝜔(ϵ) =

𝜔(ϯ)を満たすので，共鳴する波の候補として二次元波に限定する

と，結局，本研究の共鳴条件は以下となる． 

𝛼֍
(φ) + 𝛼֍

(ϵ) = 𝛼֍
(ϯ).                            (7) 

Itoの理論では，さらに三波の位相速度の一致を要求するけれども，

本解析結果によるとそのような解は存在しなかった．そこで次に，

式(7)を満足する解の有無について調査した．なお，三波が成長し

乱流遷移が開始されるためには，共鳴の起こる領域において成長

撹乱の存在が必要と考えられる．そこで，低周波または高周波の

下中立安定点よりも少し上流側の領域にて，共鳴点の探索を実施

した．高周波の発達領域(図3)での各モードの波数を描いた結果が

図9である．三つの実線は各𝑆モード，二つの点線は高周波の各𝐹(φ)

モードの波数を表している．また二種類の記号は，15kHzを持つ𝑆

モードと330kHzを持つ𝑆モードおよび𝐹(φ)モードの局所的な波数

の各合計値である(つまり𝛼
֍Ӵմ

(φ)
+ 𝛼

֍Ӵմ

(ϵ) と𝛼
֍Ӵմ

(φ)
+ 𝛼֍Ӵէ(ȯ)

(ϵ) ．ただし下付き

添え字𝑆と𝐹はそれぞれ𝑆モードと𝐹モードの波数の意味)．結果を

見ると，𝑅𝑒 = 500~1000において，各モードは 𝛼
𝑟,𝑆

(1)
+ 𝛼

𝑟,𝑆

(2)
≈ 𝛼

𝑟,𝑆

(3)

と 𝛼
𝑟,𝑆

(1)
+ 𝛼𝑟,𝐹(1)

(2)
≈ 𝛼

𝑟,𝐹(1)

(3)
 の関係式を満たすことが明らかとなった． 

 

Fig. 9 Streamwise development of wavenumbers. 
 

 
Fig. 10 Wavenumber vs order n of F(n) mode at Re=20190. 

 

特に前者については，わずかな安定状態にある低周波の𝑆モード

と不安定な各Mackのsecondモードを含む共鳴状態を意味してい

るため，今後詳しく調べていく必要がある．最後に，𝑁値の結果

からはその存在は現実的ではないが，共鳴点の有無という観点に

のみ立って低周波の中立安定点付近にて共鳴点を探索した結果を

図10に示す．この場合，中立安定状態に近い高周波は高次の𝐹(։)

モードのみであるから，これらのモードと低周波の𝐹モード間の

共鳴の可能性について調べた．図には，𝑅𝑒 = 20190における各モ

ードの波数を示してある．ただし，記号〇は𝛼֍Ӵէ(Փ)

(ϵ)
，記号×は𝛼֍Ӵէ(Փ)

(ϯ)

であり，記号□は𝛼֍Ӵէ(Փ)

(ϵ) と𝛼֍Ӵէ
(φ) を足し合わせた波数である．結果を

見ると，この位置では19次の高次モードが 𝛼𝑟,𝐹

(1)
+ 𝛼𝑟,𝐹(19)

(2)
≈ 𝛼

𝑟,𝐹(19)

(3)
 

の関係式を満たすことが分かった． 

 
５．結び 

 本研究では極超音速境界層の遷移機構を明らかにするため，

HIEST風洞の低エンタルピー条件における𝑀𝑎ր数が6.8の境界層

の線形安定性を調査し，実験結果を参考にしながら，主に以下の

点について明らかにした． 

・実験にて計測された15kHzを持つ低周波は，いわゆるMackの

secondモードでも，三次元波を含むfirstモードでもない．しかし，
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330kHzと345kHzを持つMackのsecondモードの不安定な領域に

おける低周波は，成長率が −10−Θ程度のわずかな安定状態にあり，

流れの非平行性を考慮すれば不安定に転じる可能性がある． 

・共鳴条件の満足性について，三波間にphase lockは生じない

ものの，式(7)の共鳴条件を満たす領域はいずれかの波の下中立安

定点付近にて存在することが分かった． 
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