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In this paper, numerical calculation of a perturbed hypersonic flow around an elliptic cone model is carried out. It is 

known that the heating rate increases as the flow field becomes turbulent in hypersonic flight, and the accurate prediction 

of turbulent transition is required. To predict the instability which is the cause of the turbulent transition, the global 

stability analysis is employed. Obtained results show that the same tendency as the wind tunnel test and DNS in the 

crossflow instability. 

 

１．はじめに 

 近年，高高度を飛行することで，ソニックブームを低減し高速

で飛行できる極超音速旅客機へ期待が高まっている．極超音速流

中では飛行体前方に衝撃層が形成され，また壁面近傍には境界層

が生じる．旅客機形状や飛行条件によっては，乱流化し，高温衝

撃層内の流体が乱流輸送によって，壁面を著しく加熱する可能性

が高い (1)．そのため乱流状態へ遷移する位置を知ることは極めて

重要である． 

 極超音速機実現に向けて様々な研究が行われており，そのひと

つに Hypersonic International Flight Research and Experimentation 

(HIFiRE) プロジェクトチームを中心に行われている研究がある(2)．

HIFiREプロジェクトでは，空力，燃焼，航法，材料，制御など次

世代航空機の基礎技術を追求している．その中で楕円錐模型 

(HIFiRE-5) を用いた研究では，極超音速境界層において主要な遷

移現象である二次モード不安定性や三次元性によるクロスフロー

不安定性のメカニズムを解明しようと様々な実験や数値計算が行

われている(3, 4)．T. J. JulianoとS. P. Schneider(5)によるHIFiRE-5を用

いた極超音速風洞による実験において，レイノルズ数が低い場合

では先端および境界層の薄い長径側のみで高い加熱量が計測され

た．一方レイノルズ数が高い場合では先端および長径側で高い加

熱量が計測され，さらに乱流化したことによりHIFiRE-5後方にお

いて，筋状に高い加熱量が計測された．また，D. J. Dinzl と G. V. 

Candler(6)による，上記の実験と同主流条件でのDNSによる数値計

算においても実験と同等な筋状の熱流束分布を得ている．クロス

フローによって正と負で対となった縦渦が周方向に何本も発生し，

それらの縦渦が境界層外の高温流体を壁面まで巻き込むことによ

って，筋状の熱流束分布になると考えられている．その他にも P. 

Paredes(7)らによって，線形安定性解析も行われている． 

本研究では，支配方程式を変化させず流れ場全体に対して擾乱

を付加し安定性解析を行う全体安定性解析(8)を用いて，極超音速流

における楕円錐周りの擾乱成長過程を解析し，クロスフロー不安

定性を調査する． 

 

２．数値計算法 

2. 1 支配方程式 

楕円錐模型周りの流れ場計算の支配方程式には Navier-Stokes 方

程式を用いる． 

           
𝜕𝐐

𝜕𝑡
+
𝜕(𝐄−𝐄𝑣)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝐅−𝐅𝑣)

𝜕𝑦
+
𝜕(𝐆−𝐆𝑣)

𝜕𝑧
= 0            (1) 

ここで，Qは保存量ベクトル，E，F，Gは対流流束ベクトル，Ev，

Fv，Gvは粘性流束ベクトルであり，以下のように与えられる． 

                      𝐐 =

(

 
 

𝜌
𝜌𝑢
𝜌𝑣
𝜌𝑤
𝑒 )

 
 

                       (2) 

  𝐄 =

(

 
 

𝜌𝑢

𝜌𝑢2 + 𝑝
𝜌𝑢𝑣
𝜌𝑢𝑤

(𝑒 + 𝑝)𝑢)

 
 
，𝐅 =

(

 
 

𝜌𝑣
𝜌𝑢𝑣

𝜌𝑣2 + 𝑝
𝜌𝑣𝑤

(𝑒 + 𝑝)𝑣)

 
 
，𝐆 =

(

 
 

𝜌𝑤
𝜌𝑢𝑤
𝜌𝑣𝑤

𝜌𝑤2 + 𝑝
(𝑒 + 𝑝)𝑤)

 
 

  (3) 

            𝐄𝑣 =

(

 
 

0
𝜏𝑥𝑥
𝜏𝑥𝑦
𝜏𝑥𝑧

𝑢𝜏𝑥𝑥 + 𝑣𝜏𝑥𝑦 + 𝑤𝜏𝑥𝑧 − 𝑞𝑥)

 
 

            (4) 

            𝐅𝑣 =

(

 
 

0
𝜏𝑦𝑥
𝜏𝑦𝑦
𝜏𝑦𝑧

𝑢𝜏𝑦𝑥 + 𝑣𝜏𝑦𝑦 + 𝑤𝜏𝑦𝑧 − 𝑞𝑦)

 
 

            (5) 

            𝐆𝑣 =

(

 
 

0
𝜏𝑧𝑥
𝜏𝑧𝑦
𝜏𝑧𝑧

𝑢𝜏𝑧𝑥 + 𝑣𝜏𝑧𝑦 + 𝑤𝜏𝑧𝑧 − 𝑞𝑧)

 
 

            (6) 

ここで，ρは密度，uは速度の x方向成分，vは速度の y方向成分，

w は速度の z 方向成分，e は単位体積あたりの全エネルギーを表

し，pは圧力，τは粘性応力，qは熱流束を表す．粘性応力 τはStokes

の定理を用いて以下のように与えられる． 

𝜏𝑥𝑥 =
2

3
𝜇 (2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−
𝜕𝑣

𝜕𝑦
−
𝜕𝑤

𝜕𝑧
)               (7) 

𝜏𝑦𝑦 =
2

3
𝜇 (2

𝜕𝑣

𝜕𝑦
−
𝜕𝑤

𝜕𝑧
−
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)               (8) 

𝜏𝑧𝑧 =
2

3
𝜇 (2

𝜕𝑤

𝜕𝑧
−
𝜕𝑢

𝜕𝑥
−
𝜕𝑣

𝜕𝑦
)               (9) 

                𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥 = 𝜇 (
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
)                (10) 

𝜏𝑦𝑧 = 𝜏𝑧𝑦 = 𝜇 (
𝜕𝑣

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑦
)                (11) 

𝜏𝑧𝑥 = 𝜏𝑥𝑧 = 𝜇 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑧
)                (12) 

ここで，μは粘性係数を表す．熱流束 qはFourierの法則より以下
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のように与えられる． 

           𝑞𝑥 = −𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑥
, 𝑞𝑦 = −𝑘

𝜕𝑇

𝜕𝑦
, 𝑞𝑧 = −𝑘

𝜕𝑇

𝜕𝑧
          (13) 

ここで，Tは温度，kは熱伝導係数を表す． 

 

2. 2 離散化手法 

 本研究では，空間の離散化には有限体積法を用いる．支配方程

式 (1) を任意のセルVについて積分を行う． 

      ∭ (
𝜕𝐐

𝜕𝑡
+
𝜕(𝐄−𝐄𝑣)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝐅−𝐅𝑣)

𝜕𝑦
+
𝜕(𝐆−𝐆𝑣)

𝜕𝑧
) 𝑑𝑉 = 0

𝑉
      (14) 

また，流束ベクトルに対してガウスの発散定理を用いると， 

𝜕

𝜕𝑡
∭ 𝐐𝑑𝑉

𝑉

 

+∮ {(𝐄 − 𝐄𝑣)𝑛𝑥 + (𝐅 − 𝐅𝑣)𝑛𝑦𝜕𝑉
+ (𝐆 − 𝐆𝑣)𝑛𝑧} 𝑑𝑆 = 0  (15) 

ここで，nx，ny，nzはそれぞれセル境界面の法線ベクトルの x，y，

z成分を表す．各セルでの値は，そのセル自身の体積を用いて規格

化し，以下のように与えられる． 

                      �̂� =
∭ 𝐐𝑑𝑉
𝑉

∭ 𝑑𝑉
𝑉

                      (16) 

離散化の際に，セルの体積ΔV (= ∭ 𝑑𝑉
𝑉

)，セル境界の面積ΔS

（ = dS ），時間刻み幅Δt (= 𝜕𝑡)をそれぞれ与え，離散化された

式は以下のように表される． 

∆�̂�

∆𝑡
∆𝑉 +∑{(𝐄 − 𝐄𝑣)𝑛𝑥 + (𝐅 − 𝐅𝑣)𝑛𝑦 + (𝐆 − 𝐆𝑣)𝑛𝑧}∆𝑆𝑘 = 0

6

𝑘=1

 

(17) 

本研究では，時間積分にはオイラー陽解法を用いており，以下の

ように与えられる． 

�̂�𝑛+1 = �̂�𝑛 + ∆�̂� 

= �̂�𝑛 −
∆𝑡

∆𝑉
∑{(𝐄 − 𝐄𝑣)𝑛𝑥 + (𝐅 − 𝐅𝑣)𝑛𝑦 + (𝐆 − 𝐆𝑣)𝑛𝑧}∆𝑆𝑘

6

𝑘=1

 

(18) 

また，数値流束には AUSM-DV 風上スキーム(9)を用い，空間精度

はMUSCL法(10)を用いて2次精度化する． 

 

2. 3 全体安定性解析 

本研究で用いる全体安定性解析は，CFDと組み合わせることで

流れ場全体に対して安定性解析を行う計算手法であり，擾乱の時

間発展に対する固有値問題に帰着させ，得られた固有値から流れ

場が安定であるかどうかを判断し，さらに，それらの固有ベクト

ルから流れ場の不安定モードを抽出する． 

 Navier-Stokes 方程式に支配される離散点の解の時間発展は以下

のように記述できる． 

                        
𝜕𝐐

𝜕𝑡
= 𝐟(𝐐)                     (19) 

           𝐐 = (𝜌1, (𝜌𝐮)1, 𝑒1,⋯ , 𝜌N, (𝜌𝐮)N, 𝑒N)          (20) 

                      𝐮 = (𝑢, 𝑣, 𝑤)                     (21) 

ここで N は総格子点数であり，Q は各格子点上の保存量ベクト

ルを示す．また，保存量Qは先のCFD計算により得られた定常

解を基本量 �̅� とし，微小擾乱項を �̃� とすることで，以下のよ

うに分解できる． 

                       𝐐 = �̅� + �̃�                     (22) 

基本量は時間変化せず，微小擾乱よりはるかに大きいとすると式

(19)を線形化することができ，微小擾乱 �̃� に対して以下の方程式

を得る． 

                 
𝜕�̃�

𝜕𝑡
= (

𝜕𝐟(𝐐)

𝜕𝐐
)
𝐐=�̅�

�̃� ≡ 𝐀�̃�               (23) 

この係数行列Aの固有値問題を解くことで流れ場の安定性解析を

行う．ここで得られた固有値 𝜆 の実部 Re(𝜆) から流れ場の安定

性が分かり，流れ場の安定性は次のように分類することができる． 

                 Re(𝜆){
> 0
= 0
< 0

不安定

中立安定

安定

                 (24) 

本研究では不安定性に興味があるため固有値の実部が大きいもの

に着目する．ここで行列Aの固有値問題を扱うが，行列の大きさ

はQの成分の数に依存するため，多次元計算では大規模な計算と

なり，直接固有値問題を扱うのは難しい．そこで本研究では，大

規模行列の固有値問題を陽に扱わない Arnoldi 法(11)を用いる．

Arnoldi法では大規模行列に対して部分空間を用いることで，近似

行列で表現し，反復的な方法により絶対値が比較的大きな固有値

とその固有ベクトルのみを求めることができるため，計算コスト

を削減することができる．以下にArnoldi法を用いて行列Aの固有

値と固有ベクトルを求める手順を説明する． 

 まず，任意の擾乱ベクトル�̃�1を与え，そのベクトルを正規化し，

反復操作を行うことで，近似行列の成分を集める．以下にアルゴ

リズムを示す． 

�̃�1 : arbitrary initial vector   

                𝜁1 = (�̃�1 ∙ �̃�1)
−1 2⁄

�̃�1                   (25) 

for k = 1 to M 

                �̃�𝑘+1 = 𝐀𝜁𝑘 −∑ ℎ𝑗,𝑘𝜁𝑗
𝑘
𝑗=1                (26) 

                 ℎ𝑗,𝑘 = 𝜁𝑗 ∙ 𝐀𝜁𝑘                         (27) 

ℎ𝑘+1,𝑘 = (�̃�𝑘+1 ∙ �̃�𝑘+1)
1 2⁄

               (28) 

𝜁𝑘+1 = �̃�𝑘+1 ℎ𝑘+1,𝑘⁄                    (29) 

next k 

ここで，Mは反復回数であり，本計算では，反復回数Mを20

回とした．また，hj,kは近似行列の成分を表す．hj,kによって作ら

れる近似行列はM×MサイズのHessenberg行列となる．

Hessenberg行列をHと表記する．行列Aの固有値 𝜆𝐀は行列H

の近似固有値として求まり，行列Aの固有値 𝜆𝐀に対応する固

有ベクトル𝜙は行列Hの固有値 𝜆𝐇，固有ベクトル𝜓を用いて以

下のように与えられる． 

                      𝐇𝜓𝑗 = 𝜆𝑗
𝐇𝜓𝑗                    (30) 

                   𝜙 = ∑ (𝜓𝑗)𝑘
𝜁𝑘

𝑀
𝑘=1                   (31) 

ここで，(𝜓𝑗)𝑘
は j番目の固有ベクトルの k番目の成分を表す． 

 さらに，時間発展法を用い，基本流れ場に擾乱を付加し，その

流れ場の時間積分をとることで，固有値の実部が正に対応するモ

ードは成長し，負に対応するモードは減衰することを利用して不

安定モードと安定モードを区別することができる．擾乱を与えた

時の時刻を t，積分時間をTとすると，時刻 tと時刻 t +Tにおけ

る微小擾乱 �̃� の関係は以下のように表せる． 

               �̃�(𝑡 + 𝑇) = exp(𝐀𝑇)�̃�(𝑡)               (32) 

また， 

                    𝐁 ≡ exp(𝐀𝑇)                     (33) 

とすると，行列Aの固有値 𝜆𝐀と行列Bの固有値 𝜆𝐁 の関係は

以下のように表せる． 
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                    𝜆𝐁 = exp(𝜆𝐀𝑇)                    (34) 

Arnoldi法を用いる際，𝐀𝜁 は直接用いず，以下の近似式を用いて

計算する． 

                    𝐁𝜁𝑘 =
𝐐(𝑡+𝑇)−�̅�

𝜖
                    (34) 

ここで，初期擾乱を付加した流れ場を以下のように表す． 

                   𝐐(𝑡) = �̅� + 𝜖𝜁𝑘                    (35) 

従って，𝐐(𝑡 + 𝑇) はこの式を時刻Tだけ積分することで得られ

る．本計算では，積分時間Tは 1.0×10-6 sとした．また，𝜖 は微

小定数であり，以下のように定義し，擾乱の大きさを調節する． 

                     𝜖 =
‖�̅�‖

‖𝜁𝑘‖𝑁
𝜖0                      (36) 

ここで，𝜖0 は調節パラメータであり，本計算では， 𝜖0 を1.0×103 

とし，微小擾乱の大きさが主流に対して約0.06%となるように設

定した． 

 

３．計算条件 

 計算には JulianoとSchneider(5)の実験で用いられた楕円錐模型と

主流条件を使用する．本計算で用いた計算格子をFig. 1に示す．断

面アスペクト比が 2:1 となっており，楕円錐底面の長軸半径が

82mm，短軸半径が41mmである．軸方向長さは328mmで，先端

は半径0.95mmの球状である．迎角を付けないため，楕円錐の1/4

部分を計算する．その際の計算格子として 129×129×129の構造格

子を用いた．流れ場の主流条件をTable 1に示す．また，Fig. 2に

流出面における計算格子を示す．最小格子幅は y+ = 1と設定し，

1.0×10-3mmである．  

 

Table 1 Freestream condition 

Parameters  

Re，/m 1.18×107 

M 6.0 

U∞，m/s 869.7 

T∞，K 52.3 

TWall，K 300.0 

 

 

Fig. 1 Computational domain with mesh around elliptic cone 

 

 
Fig. 2 The outflow boundary mesh 

 

４．計算結果および考察 

4. 1 基本流計算 

 流れ場のマッハ数分布をFig. 3に示す．また，流出面のマッハ数

分布をFig. 4に，短径側壁面付近の拡大図をFig. 5に示す．物体周

りに衝撃波が発生していることが分かる．楕円錐で非軸対称であ

るため，衝撃波および境界層は長径側で薄く，短径側で比較的厚

くなっている．境界層には約65点の格子点が入っており，境界層

をある程度解像できていると考える．Fig. 4,5から短径側の対称面

付近において，境界層の外縁から上方にかけてキノコ状の縦渦断

面が確認できる．また，Fig. 6に圧力分布および流線を示す．長径

側から短径側に発生する圧力勾配によって流れが曲げられている

ことが分かる．このクロスフローによってFig. 3 - 5に示したよう

に短径側に縦渦が発生する． 

 Fig. 7に壁面熱流束の分布を示す．先端および長径側で熱流束が

高くなっており，短径側へ向かって低くなっていることが分かる．

DinzlとCandlerによるDNSの結果(6)と比較すると，DNSでは見ら

れている筋状の分布は本計算では見られていないが，先端や長径

側では同程度な値を得ることができた． 

 

 

Fig. 3 Mach number distribution 

 

Hypersonic inflow 

Symmetry plane 

Symmetry plane 

Outflow 

Wall 
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Fig. 4 Mach number distribution at outflow boundary 

 

 

Fig. 5 Enlarged view near the center line 

 

 

Fig. 6 Pressure distribution and streamline 

 

 

Fig. 7 Wall heat flux distribution 

 

4.2 全体安定性解析 

全体安定性解析を行った結果をFig. 8に示す．また，流出面にお

ける密度の固有モードをFig. 9に示す．まず，衝撃波面に擾乱の強

め合いが確認できるが，これはFig. 2からも分かるように，衝撃波

付近の格子が粗くなっており，衝撃波面からは小さな擾乱が生ま

れやすいため，数値的な誤差であると考える．次に，壁面付近の

境界層外縁(y = 0.03m – 0.04m, z = 0.02m – 0.06m)に見られる分布に

着目する．密度の振幅の正負が周方向に交互に現れていることが

分かる．そして，この分布が見られるレイヤー(境界層厚さ約50%，

75%，100%の位置)の分布をそれぞれFig. 10 - 12に示す．先端から

伸びる短径側対称面付近のキノコ状縦渦まわりに擾乱成長が見ら

れる．またその一方で，例えばFig. 11を見ると，先端から0.1m以

降の領域で，後流に向かう筋状の分布が見える．実験やDNSでは，

複数の縦渦による筋状の加熱分布を得ており，全体安定性解析に

おいて確認できた分布は，同様の傾向の結果を得ることができた．  

 

Fig. 8 Eigen mode of density corresponding to maximum real 

eigenvalue 
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Fig. 9 Eigen mode of the density corresponding to maximum real 

eigenvalue at the outflow surface 

 

 

Fig. 10 Eigen mode of density corresponding to maximum real 

eigenvalue at boundary layer thickness of 50% 

 

 

Fig. 11 Eigen mode of density corresponding to maximum real 

eigenvalue at boundary layer thickness of 75% 

 

 

Fig. 12 Eigen mode of density corresponding to maximum real 

eigenvalue at boundary layer thickness of 100% 

 

５．まとめ 

本研究では，まず，全体安定性解析を行うにあたり必要な楕円

錐周りの流れ場を求めるため，流体計算を行った．衝撃波面の形

成や短径側対称面付近に先端から伸びるキノコ状縦渦，そしてク

ロスフローを確認できた．  

次に，楕円錐周りの流れ場に対して，全体安定性解析を行った．

密度の固有モードを確認すると，壁面付近および壁面と衝撃波の

間で擾乱が強め合っていることが分かった．境界層外縁付近で見

られる筋状の分布においては，実験やDNSと同様の傾向の結果が

全体安定性解析でも得られた．筋状の加熱分布が流体計算では得

られなくても，全体安定性解析によって，同傾向の結果が得られ

ることが分かった．壁面と衝撃波の間に見られる分布については，

周方向に分布を持っているため，クロスフローが影響を与えてい

るのではないかと考えられるが，明確な原因の解明には至ってい

ない．  
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