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改良二相系格子ボルツマン法における保存型拡散界面モデルの検討 
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We study the mass conservation of each phase of an improved two-phase lattice Boltzmann method for two 

conservative diffuse interface models, the Cahn-Hilliard (C-H) equation and the conservative Allen-Cahn (A-C) 

equation. In order to compare the two models, we simulate a stationary sphere droplet, a binary droplet collision, a 

drop impact on a liquid film (milkcrown). As a result, we find that the conservative A-C equation is better in terms of 

the mass conservation of each phase than the C-H equation, but the conservative A-C equation may cause nonphysical 

simulation result. In addition, we can improve the mass conservation of each phase for the C-H equation by decreasing 

the mobility locally. 

 

１． 緒言 

気体と液体が入り混じった気液二相流は，空気中を落下する雨

粒や牛乳が落下し跳ね返る際に観察されるミルククラウンのよう

な身近な現象として存在する一方，液体燃料ロケットのエンジン

内部で噴霧された燃焼液滴の挙動など，航空宇宙工学，機械工学

化学工学をはじめ，様々な理工学分野で重要な研究課題となって

いる．これらの現象の特徴には，気液界面が時々刻々複雑に変化

すること，流動形式が多様であること，微小なスケールで高速な

変形挙動をすることが挙げられる．これらの特徴のため，気液二

相流は実験による解析が困難である場合が多く，数値解析的研究

および手法の開発が盛んに行われている． 

そのような気液二相流の計算手法の１つとして，近年，二相系

格子ボルツマン法(1-8)が注目を集めている．この手法は系の自由エ

ネルギーを考慮することにより自律的に界面が求まるため，界面

形状の時間変化を陽に追跡する必要がないこと，また，各相の質

量保存性が他の計算手法よりもよいこと，アルゴリズムが簡単で

あり並列計算に適しているといった利点を持っている．近年，

Inamuroら(1), (2)は，高密度比の二相流に対して精度よく計算できる

二相系LBMを提案している． 

二相系 LBM は，他の手法よりも優れた気液各相の質量保存性

を有するが，そのさらなる向上に向けて様々な研究が行われてい

る．その中で，保存型拡散界面モデルとして，Cahn-Hilliard（C-H）

方程式(9)と保存型 Allen-Cahn（A-C）方程式(4)が用いられている．

C-H方程式では，衝突の際に生じる小さな液滴が時間経過にとも

なって縮小し，やがて消滅してしまうという現象が確認されてい

る．この方程式は，系全体の質量保存性に優れており，また計算

領域に対して大きな液滴や気泡は大きさが保持されるが，計算領

域に対して小さいものは縮小し，最終的に消滅するように界面を

発達させる．そのため，十分な各相の質量保存性があるとは言え

ない．この解決策と一つとして，界面発達速度のパラメータであ

るモビリティを調整し，観測対象の挙動の時間スケールの中での

相変化を抑える方法がある(10)．一方，保存型A-C方程式は，系全

体の質量保存性に加え，各相の質量保存性にも優れている保存型

拡散界面モデルとして近年注目されている(4-8)．しかし，連続的な

界面が小さな液滴や気泡へと分解してしまうといった非物理的な

現象が起こるという欠点が指摘されている(11)． 

そこで本研究では，C-H方程式と保存型A-C方程式の２つのモ

デルについて各相の質量保存性に着目して，より実際的な検証例

題を用いてその有用性について検討する．まず，基本的な例題で

ある静止液滴の計算を行い，次に液滴衝突，ミルククラウンの数

値計算を行う．  

 

２． 数値計算法 

本研究では，保存型拡散界面モデルであるC-H方程式及び保存

型A-C方程式を格子ボルツマン法に基づく計算スキームで解く． 

また，格子ボルツマン法における粒子速度は3次元15速度モデ

ルを用い，粒子速度𝒄𝑖は以下のように与えられる． 

[𝒄1, 𝒄2, 𝒄3, 𝒄4, 𝒄5, 𝒄6, 𝒄7, 𝒄8, 𝒄9, 𝒄10, 𝒄11, 𝒄12, 𝒄13, 𝒄14, 𝒄15] 

= [
0 1 0 0 −1 0 0 1 −1 1 1 −1 1 −1 −1
0 0 1 0 0 −1 0 1 1 −1 1 −1 −1 1 −1
0 0 0 1 0 0 −1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1

]. 

 

 

(1) 

 

２．１ Cahn-Hilliard (C-H) 方程式 

C-H 方程式を解く手法は，Inamuro ら(2)の手法をベースとして，

界面識別関数𝜙を求める際に用いる速度分布関数𝑓𝑖
𝑒𝑞を求める部

分を変更している．Inamuro ら(12)を参考に，界面発達速度のパラ

メータであるモビリティ𝑀を調整するために，以下のように，界

面識別関数𝜙を計算する． 

𝜙(𝒙, 𝑡 + Δ𝑡) =∑𝑓𝑖
𝑒𝑞(𝒙 − 𝒄𝑖Δx, 𝑡)

15

𝑖=1

. 

 

(2) 

ここで，以下の速度分布関数𝑓𝑖
𝑒𝑞を用いる． 

𝑓𝑖
𝑒𝑞 = 𝐻𝑖𝜙 + 𝐹𝑖 [𝑝0 − 𝜅𝑓𝜙∇

2𝜙 −
𝜅𝑓
6
|∇𝜙|2]

+ 3𝐸𝑖𝜙𝑐𝑖𝛼𝑢𝛼 + 𝐸𝑖𝜅𝑓𝐺𝛼𝛽(𝜙)𝑐𝑖𝛼𝑐𝑖𝛽

+ 𝐸𝑖𝐶 (
𝜕𝑃𝛼𝛽

𝜕𝑥𝛽
)𝑐𝑖𝛼Δx. 

 

 

(3) 

ここで，Cはモビリティを決めるパラメータ，𝜅𝑓は界面厚さを決

めるパラメータであり，𝐸𝑖，𝐹𝑖，𝐻𝑖，𝑝0，𝑃𝛼𝛽は以下のように与

える． 
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L

L

L

D

𝐸1 = 2 9⁄ , 𝐸2 = 𝐸3 = 𝐸4 = ⋯ = 𝐸7 = 1 9⁄ , 

𝐸8 = 𝐸9 = 𝐸10 = ⋯ = 𝐸15 = 1 72⁄ , 

𝐻1 = 1, 𝐻2 = 𝐻3 = 𝐻4 = ⋯ = 𝐻15 = 0, 

𝐹1 = −3 7⁄ , 𝐹𝑖 = 3𝐸𝑖(𝑖 = 2, 3, 4, ⋯ , 15). 

 

 

(4) 

𝐺𝛼𝛽(𝜙) =
9

2

𝜕𝜙

𝜕𝑥𝛼

𝜕𝜙

𝜕𝑥𝛽
−
3

2

𝜕𝜙

𝜕𝑥𝛾

𝜕𝜙

𝜕𝑥𝛾
𝛿𝛼𝛽 . 

(5) 

𝑝0 = 𝜙𝑇
1

1 − 𝑏𝜙
− 𝑎𝜙2. 

(6) 

𝑃𝛼𝛽 = [𝑝0 − 𝜅𝑓𝜙
𝜕2𝜙

𝜕𝑥𝛾
2 −

𝜅𝑓
2
(
𝜕𝜙

𝜕𝑥𝛾
)

2

] 𝛿𝛼𝛽 + 𝜅𝑓
𝜕𝜙

𝜕𝑥𝛼

𝜕𝜙

𝜕𝑥𝛽
. 

 

(7) 

ここで，a，b，T は界面識別関数の最大値，最小値を決めるパラ

メータである． 

また，密度𝜌は次式で求める． 

𝜌＝

{
 
 

 
   𝜌G， 𝜙 = 𝜙min,

∆𝜌

2
[sin (

𝜙 − 𝜙

∆𝜙
𝜋) + 1] + 𝜌G, 𝜙min < 𝜙 < 𝜙max,

𝜌L, 𝜙 = 𝜙max.

 

 

 

(8) 

ここで，𝜙maxおよび𝜙minは，それぞれ各ステップにおける𝜙の最

大値，最小値である．また，∆𝜌 = 𝜌L − 𝜌G，∆𝜙 = 𝜙max − 𝜙min，

𝜙 = (𝜙max +𝜙min)/2である．ただし，𝜌Gは気相の密度，𝜌Lは

液相の密度である． 

このとき，C-H 方程式におけるモビリティ𝑀は，以下の関係で

表される． 

𝑀＝(
1

2
−
1

3
𝐶) ∆𝑥. 

 

(9) 

このモビリティ𝑀の大きさに二相の挙動は大きく依存する．本研

究では，小さな液滴や気泡が生まれるような領域のモビリティを

小さくすることで，大域的な挙動を崩さずに，それらを保持でき

るかどうか検討する． 

 

２．２ 保存型Allen-Cahn (A-C) 方程式 

保存型 A-C 方程式を解く手法は，Inamuro ら(2)の手法をベース

として，速度分布関数𝑓𝑖
𝑒𝑞
から界面識別関数𝜙を求める部分，識別

関数𝜙から密度𝜌求める部分を変更している． 

Wang ら(7)を参考に，以下のように界面識別関数𝜙を求める． 

𝜙(𝒙, 𝑡 + 𝛥𝑡) =∑[𝑓𝑖
𝑒𝑞(𝒙 − 𝒄𝑖𝛥𝑡, 𝑡) + 𝐴𝐸𝑖{𝜙(𝒙, 𝑡)

15

𝑖=1

− 𝜙(𝒙 − 𝒄𝑖𝛥𝑡, 𝑡)}). 

 

 

(10) 

ここで，𝐴はモビリティを決めるパラメータであり，以下の速度

分布関数𝑓𝑖
𝑒𝑞を用いる． 

𝑓𝑖
𝑒𝑞 = 𝐸𝑖𝜙(1 + 3𝑐𝑖𝛼𝑢𝛼) + 3𝐸𝑖𝑐𝑖𝛼𝑛𝛼𝑀

′𝜃. (11) 

ここで，𝑛𝛼，𝜃，𝑀
′は以下の通りである． 

𝑛𝛼＝
𝜕𝜙

𝜕𝑥𝛼
√(

𝜕𝜙

𝜕𝑥𝛾
)

2

⁄ . 

 

(12) 

𝜃 =
1 − 4𝜙2

𝑊
. 

 

(13) 

𝑀′ =
1

6
∆𝑥. 

 

(14) 

ここで，𝑊は界面厚さを決めるパラメータである． 

また，密度𝜌は次式で求める． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1. Computational domain for a stationary droplet. 

 

𝜌＝

{
 
 

 
 𝜌G， 𝜙 = 𝜙min,

𝜙 − 𝜙min
𝜙max − 𝜙min

(𝜌L − 𝜌G) + 𝜌G, 𝜙min < 𝜙 < 𝜙max,

𝜌L, 𝜙 = 𝜙max.

 

 

 

(15) 

このとき，保存型 A-C 方程式におけるモビリティMは以下の

関係で表される． 

𝑀＝
1

6
(1 − 𝐴)∆𝑥. 

 

(16) 

 

３．数値計算例 

２つの拡散界面モデルの各相の質量保存性の比較を行うために，

静止液滴の数値計算を行った．今回は質量保存性を検証するため

に計算領域に対して小さな液滴が存在する条件で計算した．次に，

実際的な検証例題として液滴衝突及びミルククラウンの数値計算

を行い，２つの手法の有用性を検討した． 

 

３． １ 静止液滴 

(a)計算条件 

 計算領域は一辺𝐿 = 96∆𝑥の立方体領域とし，その中心に直径

𝐷 = 10∆𝑥の液滴を配置する（Fig. 1）． 計算領域の外壁はすべて

周期境界である．液滴および気体の密度はそれぞれ 𝜌L = 50，

𝜌G = 1とし，液滴および気体の粘性係数はそれぞれ𝜇L =

8.0 × 10−2∆𝑥，𝜇G = 1.6 × 10−3∆𝑥とする．界面張力は 𝜎 =

1.2 × 10−2∆𝑥とした．界面識別関数𝜙の計算におけるパラメータ

は C-H 方程式では 𝑇 = 3.5 × 10−2，𝑎 = 1，𝑏 = 6.7，𝜅𝑓 =

0.5(∆𝑥)2とした．このとき，界面識別関数𝜙の最大値と最小値は

それぞれ𝜙max = 9.714 × 10−2，𝜙min = 1.134 × 10−2となる．

また，保存型A-C方程式における界面の厚さを決めるパラメータ

は𝑊 = 4とした．また，モビリティについて，C-H 方程式では，

𝑀 = 1 6⁄ (Δ𝑥), 1 100⁄ (Δ𝑥)の計算を行い，保存型 A-C 方程式で

は，𝑀 = 1 100⁄ (Δ𝑥) とした．また，圧力計算の反復回数は2回

とし，音速を調整するパラメータは 𝜔max = 25，計算の安定性

に関するパラメータは 𝜆 = 1とした．  

 

(b)計算結果 

得られた静止液滴の半径の推移をFig. 3に示す．C-H方程式で

は，モビリティの大小に関わらず，徐々に液滴は縮小していくも

のの，モビリティを小さくすることで，長い時間経過した後でも

小さな液滴を保持できていることが確認された．一方，保存型A-C

方程式では液滴半径はほぼ一定になっており，その大きさを保持

できている様子が確認された． 
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Fig. 2. Radius of stationary sphere droplet. 

 

Fig. 3. Computational domain for binary droplet collision. 

 

４．２ 液滴衝突 

(a)計算条件 

計算領域は𝐿𝑥 × 𝐿𝑦 × 𝐿𝑧の直方体領域とし，𝐿𝑥 = 384∆𝑥，𝐿𝑦 =

192∆𝑥，𝐿𝑧 = 192∆𝑥とした（Fig. 3）．直径𝐷 = 64∆𝑥の2つの液

滴をx方向に中心間距離2𝐷だけ離して配置し，相対速度𝑈 = 0.05

で正面衝突させる．なお，計算領域の外壁はすべて周期境界であ

る．液滴および気体の密度はそれぞれ 𝜌L = 50，𝜌G = 1とし，

液滴および気体の粘性係数はそれぞれ𝜇L = 8.0 × 10−2∆𝑥，𝜇G =

1.6 × 10−3∆𝑥とする．界面張力は 𝜎 = 2.0 × 10−1∆𝑥とした．界

面識別関数𝜙の計算におけるパラメータは 𝑇 = 3.5 × 10−2，𝑎 =

1，𝑏 = 6.7，𝜅𝑓 = 0.5(∆𝑥)
2とした．また，A-C方程式では，𝑊 = 4

とした．またどちらの手法も，モビリティ𝑀 = 1 10⁄ (Δ𝑥) とし

た．また，圧力計算の反復回数は2回とし，音速を調整するパラ

メータは 𝜔max = 25，計算の安定性に関するパラメータは 𝜆 =

10とした．系の支配パラメータである Re 数，We 数はそれぞれ

𝑅𝑒 = 𝜌𝐿𝑈𝐷 𝜇𝐿 = 2000⁄ ，𝑊𝑒 = 𝜌𝐿𝑈
2𝐷 𝜎⁄ = 40である． 

 

(b)計算結果 

得られた液滴の挙動をFig. 4に示す．C-H方程式では，衝突時

のトーラス型の形成やサテライトの発生など実験(13)で確認され

る現象が見られた．一方，保存型A-C方程式では，大まかな挙動

は実験での現象と似ているが，衝突後の跳ね返り途中で非対称な

結果が得られるだけでなく，界面付近から細かい液滴が飛び出し

ている現象が確認された．このように，保存型A-C方程式を用い

ると非物理的な現象が出てくることが予想され，実用的な計算に

おいても不具合が生じる可能性があると考えられる． 

４．３ ミルククラウン 

 ２つの保存型界面モデルを用いて，ミルククラウン（密度比800）

の計算を行った．C-H方程式では，小さな液滴が生じる領域のモ

ビリティを局所的に小さくすることで，大域的な挙動を保ちつつ，

小さな液滴を保持できるかどうか検討し，保存型A-C方程式では，

液滴衝突で見られたような非物理的な現象が生じるかどうか検討

することで，2 つの保存型拡散界面モデルの有用性を検討する．

結果の詳細は講演で述べる． 

 

４． 結言 

二相系格子ボルツマン法における保存型拡散界面モデルについ

て各相の質量保存性を検討した．静止液滴の数値計算から保存型

A-C 方程式は領域内の小さな液滴を保持できるような優れた質量

保存性を持つことが確認された．一方，C-H方程式はモビリティ

を小さくすることで小さな液滴の縮小する速さを抑えられた．ま

た，液滴衝突の数値計算から実用的な計算において保存型A-C方

程式が非物理的な結果を生む可能性があることが示唆された． 

今後の課題として，気泡流といった他の実用的な検証例題を行

い，2 つの保存型界面モデルの有用性を検討することが挙げられ

る． 
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Fig. 4. Time evolution of droplet shape for (i) the C-H equation and 

(ii) the conservative A-C equation. 
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