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渦法の速度計算における渦度変換手法
Assessment of Vorticity Inversion for Velocity Computation in Vortex Particle Method
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There was an accuracy issue regarding particle regularization in vortex computation part of vortex method for
the case of a bounded domain. In a previous study the authors developed a particle regularization scheme for a

three dimensional bounded domain. In this study we organized a way to convert vorticity field into velocity field
along with boundary conditions for the case of a three dimensional bounded domain. In the present study, we

formulated a vector Poisson equation and approximated the vector potential using finite element method. We
verified our code using smooth vorticity and velocity boundary condition from a homogeneous viscous Channel
flow, and obtained a first order convergence result in terms of velocity.

1. 背景

1.1 渦法
渦法とは,非圧縮 Navier-Stokes方程式を解く数値計算

手法である. 速度と圧力を変数として使用する代わりに
渦度 ω に関して記述する渦度輸送方程式 (1)を解く (1).

∂ω

∂t
+ (u · ∇)ω = ω · ∇u+ ν∇2ω (1)

ここで, uは速度, t は時間, ν は流体の動粘性係数であ
る. 格子法とは異なり, 渦法ではこの渦度輸送方程式を
Lagrange 的に解く. まず, 渦度場を粒子で式 (2)のよう
に離散化する. そして, 粒子の位置における局所的な速
度に応じて粒子の位置を更新することで対流を計算する.
ここで, xi および Γi はそれぞれ粒子 i の位置および循
環, δ は Dirac のデルタ関数である.

ω (t,x) =

N∑
i=1

Γi (t) δ (x− xi (t)) (2)

dxi
dt

= u (xi(t), t) (3)

そのため, 対流の計算では数値発散の心配がないことが
渦法を使用する利点の一つとして挙げられる.
粘性流体を扱う場合, 粘性拡散の影響を考慮する必要

がある. それには, 式 (1)の右辺第二項の粘性拡散項を粘
性拡散モデルで近似して求める. また, 三次元流れに関し
ては, 渦伸長の影響を考慮するために式 (1)の右辺第一項
の伸長項の計算も行う.
渦法における粘性拡散や渦伸長の計算には, メッシュの

格子の代わりに粒子を使用する. そのため, 基本的に計算
領域全体のメッシュを作成する必要がないということも
渦法による流体数値解析の利点として挙げられる.
一方, 渦法が抱えている問題の一つに, 渦法を使用した

有界領域における流体解析において, 渦度場から速度場
を計算する際に行う粒子の正規化がある.

1.2 粒子の正規化
渦法を用いた流体解析の中で渦度場から速度場を求め

る際, まず初めに粒子の正規化を行う. 非有界領域では分
布関数 ζσ と離散化された渦度 ωh との畳み込み (4) に
よって粒子を正規化する. よく使用されるものとしてガ

ウス分布関数 (5) が挙げられる.

ωσ = ωh ⋆ ζσ (4)

ζσ =
1

(2πσ2)3/2
exp

(
−

r2ij
2σ2

)
(5)

一方, 有界領域で同様の方法をとると境界の近傍で境界
の外側にも渦度場が分布してしまい, 境界がぼやけてし
まうので誤差の要因となる.
非有界領域における正規化問題に対し, 様々な正規化

手法が提唱されてきた. そのうちの一つに粒子の虚像を
境界の外に配置して対処する方法 (1)があるが, 境界が平
坦であることを前提としており, 尖った角等を有する領
域での使用は困難である. また, 粒子を格子点としたメッ
シュを随時作成して区分的な線形近似を行う方法 (2) が
Russo and Strain によって提唱されたが, 時間の経過と
ともに粒子の分布も歪んでいくため結局扱いが困難にな
る. Vortex-In-Cell (VIC) スキームでは, 格子に基づいた
渦度場の近似に積分公式を用いる. しかしながら, 境界付
近では積分公式を個々の場合に適合させる必要があるた
め, 任意の形状で使用することができない (3).
近年,滑らかな一の分割を使用した有限要素法（Smooth

PUFEM）を応用した正規化手法が Kirchhart and Obi
(4)で提唱された. これは, Melenk and Babuska (5)による
滑らかな一の分割を使用した有限要素法を基に, Friedrichs
の軟化子およびデカルト格子を使用して滑らかな空間を
得る手法である. ここでは, 任意の形状の有界領域で使用
できることが謳われている.

1.3 渦度の変換
正規化を行った後, 非有界領域では Biot-Savartの法則

を使用して渦度場から速度場を計算する.

u =

∫
K(x− y)ω(y) dy

= − 1

4π

∫
x− y

||x− y||3
× ω(y) dy

(6)

Biot-Savart の法則 (6)は境界条件を考慮することができ
ない. Kirchhart anb Obi (4) では, 境界条件を必要とし
ない渦度場, すなわち境界に近づくにつれて流れが減衰
し, 境界上では消滅するような流れ場 (7)を使用した検証
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であったため, 渦度場を変換する際に境界条件の扱いを
心配することなく Biot-Savart の法則を使用した速度場
の計算が行われた.

u (x) =

 x2

−x1
0

 exp

(
− 1

1− 4|x|2

)
(7)

一方, 管内流や Cavity内流れをはじめとする有界領域
内の流れは多くの場合, 滑りなし条件等の境界条件を規
定する必要がある. そのような流れの渦度場を使用した
有界領域での速度計算にはさらなる工夫が必要となる.

2. 目的
以上を踏まえ, 本研究の目的として, 渦法を用いた流体

解析の中で渦度場を速度場に変換する際の, 三次元有界
領域での解析を想定した場合の渦度変換手法を整理する
こととする. その際に用いる渦度場として, 解析解を有す
る三次元有界領域内流れのものを使用し, その解析解を
使用して検証を行う. その際, 粒子の正規化の必要がな
い, 滑らかな渦度場が得られていることを仮定する.

3. ベクトル Poisson 方程式
三次元有界領域において渦度場から速度場 u を関係式

ω = ∇× u (8)

から計算する際, 本研究ではベクトルポテンシャル ψ を
使用する. ベクトルポテンシャルに関して成り立つ恒等
式 (9)

∇× (∇×ψ) = ∇ (∇ ·ψ)−∆ψ (9)

に, 定義式 u = ∇×ψおよび発散なし条件∇·ψ = 0を代
入することで, ベクトル Poisson 方程式 (10)を得る. こ
れをψに関して, 境界条件式 (11), 式 (12)とともに解く.

−∆ψ = ω (10)

(∇×ψ) · n = u · n on boundaryΩ (11)

ψ · n = 0 onboundaryΩ (12)

境界条件には, 境界表面における速度の u の法線方向
成分もしくは接線方向成分のいずれかを規定する. 本研
究では, より自然とされる, 速度の法線方向成分を規定す
る. 同時に, ベクトルポテンシャル ψ の法線方向成分も
規定する.
最後にベクトルポテンシャルの回転をとることで速度

場が求まる.

u = ∇×ψ (13)

=

(
∂ψz
∂y

− ∂ψy
∂z

)
ex +

(
∂ψx
∂z

− ∂ψz
∂x

)
ey

+

(
∂ψy
∂x

− ∂ψx
∂y

)
ez

(14)

4. 解析方法
式 (10), 式 (11), および式 (12)から成る系を解くにあ

たり, 大きく二種類の解析方法が考えられる. 一つは, 有
限要素法を使用して解く方法である. もう一つは, Biot-
Savart の法則と境界要素法からなる積分形式で解く方法
である. 後者の方法では, まず Biot-Savart の法則を使用

して境界条件を考慮せずにベクトル Poisson 方程式 (15)
の特解 ψ1 を求める.

−∆ψ1 = ω (15)

ψ1 = G ⋆ ω, G =
1

4π|x|
(16)

次に, 境界要素法を使用し, ベクトル Laplace方程式 (17)
の斉次解 ψ2 を, 境界条件を考慮した式 (18) および式
(19) から計算する.

−∆ψ2 = 0 (17)

(∇×ψ2) · n = u · n− (∇×ψ1) · n (18)

ψ2 · n = −ψ1 · n (19)

最後に, 一般解 ψ = ψ1 + ψ2 の回転をとることで速度
場を求める.

u = ∇×ψ (20)

有限要素法では, 計算領域全体のメッシュを作成する
必要がある. 一方, 積分形式では, 境界要素法の計算の際
に境界表面にのみメッシュを作成すればよいので, 渦法の
メッシュレス性を比較的保持させることができると考え
られる. しかし本研究では, 実装上の難易度を考慮し, 有
限要素法を使用した.

5. 有限要素法

5.1 弱形式
有限要素法では, 偏微分方程式の階数を一つ落とした

弱形式を使って解く (7). 本研究ではベクトルポテンシャ
ルを扱っているため, ψ および ω の各成分に関する弱形
式 (21)を解く.

a (ψx, v) = ⟨ωx, v⟩　

a (ψy, v) = ⟨ωy, v⟩

a (ψz, v) = ⟨ωz, v⟩

(21)

ここで,

a (ψx, v) =

∫
Ω

∇ψx · ∇v dx

⟨ωx, v⟩ =
∫
Ω

ωxv dx

(22)

であり, 他の成分に関しても同様である.

5.2 Galerkin 法
本研究では Galerkin 法を使用する. すなわち, ベクト

ルポテンシャルおよび渦度の x 成分に関して, 弱形式

N−1∑
i=0

ci a (ϕi, ϕj) = ⟨ωx, ϕj⟩ ∀ϕj , j = 0, . . . , N − 1

(23)

に基づき, 解 ψx の近似解 ψxh を得る.

ψxh (x) =

N−1∑
i=0

ciϕi (x) (24)
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ここで, ci は係数, ϕi は形状関数である. また, N はメッ
シュ全体の格子点の数である. ci を求めるために,

A = [aij ] = [ a (ϕi, ϕj) ]

bj = ⟨ωx, ϕj⟩
(25)

とすると, 連立一次方程式を得る.

Ac = b (26)

ここで,

a (ϕi, ϕj) =

∫
Ω

∇ϕi · ∇ϕj dx

⟨ωx, ϕj⟩ =
∫
Ω

ωxϕj dx

(27)

であり, ベクトルポテンシャルおよび渦度の y, z 成分に
関しても同様である.

5.3 有限要素による線形近似
弱形式 (21)を有限要素で線形近似し, Galerkin 法を適

用したものは 式 (28)のようになる. ここで T は要素で
ある.

a
(
ϕî, ϕĵ

)
=
∑∫

T

∇ϕî · ∇ϕĵ dx⟨
ωx, ϕĵ

⟩
=
∑∫

T

ωxϕĵ dx

(28)

また, 要素ごとの近似解は, 式 (29)のようになる.

ψxh,T (x) =

n−1∑
î=0

cîϕî (x) (29)

有限要素で線形近似した際, 要素ごとの要素行列や要素
ベクトルの元の数は, 使用した要素の種類および近似の
次数に依存する. 要素に四面体要素を使用する際, 近似の
次数が一次の場合は n = 4, 二次の場合は n = 10となる.
それら要素行列および要素ベクトルをそれぞれ剛性マト
リクスおよびシステムベクトルへとアセンブリし, 最終
的に連立一次方程式 (26)を得る. ここで, メッシュ内の
すべての格子点には番号が振られており, どの格子点が
どの要素に属しているのかということが, 格子点の番号
で管理される. 要素行列や要素ベクトルの元は要素の格
子点に対応しており, アセンブリを行う際, 要素を構成す
る格子点の番号に基づいて剛性マトリクスおよびシステ
ムベクトルの各元へと足し合わされる. y, z 成分に関し
ても同様である. ただし, 表面 Poisson 方程式の解の回
転を境界条件として剛性マトリクスおよびシステム行列
へ適用させる際に各成分をひとまとまりとして扱う必要
があるため, 要素行列および要素ベクトルは最終的には,
ベクトルポテンシャルの成分が連続して並ぶように拡張
された 3N × 3N 元の行列および 3N 元ベクトルとなる.
本研究ではアイソパラメトリック要素を使用した. す

なわち, 自然座標系 ξ, η, ζ であらかじめ定義した形状関
数を使用して計算を行い, その結果を各要素ごとに物理
座標系 x, y, z へと写像する. 自然座標系におけるベクト
ルを ξ, 物理座標系におけるベクトルを x, ξから xへの
写像を x = χ(ξ) とすると, 式 (28)の一要素における積
分は, 自然座標系における形状関数 ϕ̂ を使用して最終的
に式 (30), 式 (31)のようになる.

∫
T

∇ϕî · ∇ϕĵ dx =

∫
T

∂ϕ̂î(ξ)

∂ξ
·
(
∂χ(ξ)

∂ξ

)−1

·
∂ϕ̂ĵ(ξ)

∂ξ
·
(
∂χ(ξ)

∂ξ

)−1

·
∣∣∣∣det ∂χ(ξ)∂ξ

∣∣∣∣ dξ
(30)

∫
T

ωxϕĵ dx =

∫
T

ωx (χ(ξ)) ϕ̂ĵ(ξ) ·
∣∣∣∣det ∂χ(ξ)∂ξ

∣∣∣∣ dξ (31)

自然座標系が直交座標系の場合, 四面体の格子点は, 重心
座標系 (1− ξ − η − ζ, ξ, η, ζ)を使用して簡潔に指定する
ことができる. 自然座標系において, 四面体の格子点の一
つが原点, 他の三つが原点から 1単位長さ離れた各軸上
に配置されるような四面体を定義する. そのときの任意
の格子点は, 重心座標系の成分のいずれか一つを 1とす
ることで指定する.
積分は, 四面体に関する求積法を使用して計算する. こ

こで, wk は分点 k の重み, xk は分点 k の座標である.∫
T

∇ϕî · ∇ϕĵ dx =

N−1∑
k=0

wk

(
∇ϕî · ∇ϕĵ

)
(32)

∫
T

ωxϕĵ dx =

N−1∑
k=0

wk

(
ωx(xk)ϕĵ(xk)

)
(33)

写像 x = χ(ξ)は, 物理座標系における四面体の格子点
の座標 xiおよび自然座標系における形状関数 ϕ̂i(ξ)を使
用して, 式 (34)のようになる. ここで, nは形状関数の数
である.

x =

n∑
i

ϕ̂i(ξ)xi (34)

ここで, 一次近似の場合は n = 4, 二次近似の場合は n =
10であり, それぞれの場合の形状関数は一次関数 (35), 二
次関数を含む関数 (36)となる.

ϕ̂1 = 1− ξ − η − ζ

ϕ̂2 = ξ

ϕ̂3 = η

ϕ̂4 = ζ

(35)

ϕ̂1 = (1− ξ − η − ζ){2(1− ξ − η − ζ)− 1}

ϕ̂2 = ξ (2ξ − 1)

ϕ̂3 = η (2η − 1)

ϕ̂4 = ζ (2ζ − 1)

ϕ̂5 = 4 (1− ξ − η − ζ)ξ

ϕ̂6 = 4 ξη

ϕ̂7 = 4 η(1− ξ − η − ζ)

ϕ̂8 = 4 (1− ξ − η − ζ)ζ

ϕ̂9 = 4 ξζ

ϕ̂10 = 4 ηζ

(36)
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6. 境界条件
ベクトルポテンシャルは境界表面で以下の条件を満た

すことが要求される.

(∇×ψ) · n = u · n on boundaryΩ (37)

ψ · n = 0 onboundaryΩ (38)

ベクトルポテンシャルの境界表面における値を剛性マ
トリクスに反映させるために, 以上の条件を満たすベクト
ルポテンシャルを境界条件として求める必要がある. ベク
トルポテンシャルの, 境界表面に対して水平な成分は, 式
(37)から導出される, 表面 Poisson 方程式 (39)を µ に関
して解き, 式 (40)でベクトルポテンシャルに変換するこ
とで具体的に求まる (6). ここで, ∆s は Laplace-Beltrami
作用素である.

−∆sµ = u · n, B = µn (39)

ψs = ∇s ×B (40)

速度の値を式 (39)の右辺のように直接与えるので, 有
限要素法では Dirichlet 条件として境界条件を適用する.

7. Nitsche 法
Nitsche 法 (9)とは, Dirichlet 境界条件の処理方法の一

つである. 式 (40)で求めた境界条件 ψs の値を用い, 弱形
式 (21)の x成分に対して, 境界積分項を式 (41)のように
加える. ここで, η は任意に与える 0より十分に大きな値
であり, 安定性に関わる.

a (ψx, v)−
∫
∂Ω

∂νψxv ds−
∫
∂Ω

ψx∂νv ds+ η

∫
∂Ω

ψxv ds

=

∫
∂Ω

ψs∂νv ds+ η

∫
∂Ω

ψsv ds+ ⟨ωx, v⟩

(41)

8. 解析の流れ
有限要素法によるベクトル Poisson 方程式の解析は,

図 1ような流れになる. ここで, メッシュの生成以外はプ
ログラムとして C++ で実装した. メッシュの生成には,
自動メッシュ生成ソフト gmsh を使用した.
最初に, メッシュファイルから幾何情報を読み込んで

要素同士の関係を構築する. 本解析ではマルチグリッド
法を使用するため, マルチレベル細分化アルゴリズム (8)

によってメッシュの細分化を行う.
境界条件の計算では, まず表面 Poisson 方程式を解く

際に使用する速度境界条件を与え, 表面 Poisson 方程式
に基づいて µ を計算し, 最後にその回転をとることでベ
クトルポテンシャルとしての境界条件 ψs を得る.
ベクトルポテンシャルの計算では, まずベクトル Pois-

son 方程式を解く際に使用する渦度場を与え, 要素ベクト
ルおよび要素行列を要素ごとに構成し, それらのアセンブ
リを行う. そのように作成したシステム行列およびベク
トルに対し, Nitsche 法で先ほどの Dirichlet 境界条件を
適用し, マルチグリッド法を使用して線形行列式を解く.
最後に形状関数を用いた解の線形近似を要素ごとに行う
ことで最終的にベクトルポテンシャル場を得る. その後,
可視化や誤差評価を行う際に各格子におけるベクトルポ
テンシャルの回転をとって速度場を得る. 速度場の可視
化には可視化ソフト ParaView を使用した.

9. マルチグリッド法とメッシュについて
本研究ではマルチグリッド法 (8)を使用する. マルチグ

リッド法は, 2段グリッド法を再帰的に行って方程式の近
似解を得る計算方法である. 2段グリッド法では, 粗い格

Fig. 1: 解析の大まかな流れ

子から得られる方程式を利用して近似解を効率的に改善
する. 手法の主な流れとして, まず細かい格子上で方程式
(42)の近似解 clを反復法で計算する. そこで発生する残
差の制限（restriction) rl を計算し, 粗い格子へと変換す
る (43). 粗い格子上で方程式 (44)を解く. その解の延長
(prolongation) pl を計算して細かい格子へと変換したも
のを使用し, 近似解を改善する (45).

Alcl = bl (42)

dl−1 = rl (bl −Alcl) (43)

el−1 = A−1
l−1dl−1 (44)

cl = cl + plel−1 (45)

細かい格子で式 (42)の近似解を計算するための反復法と
して, Gauss-Seidel 法を使用した.
マルチグリッド法で使用するメッシュには, 最も粗い

メッシュから最も細分化されたメッシュまでを系統的に
扱うためのマルチレベル格子階層を使用する. それを作
成するにあたり, メッシュ要素の種類が正規か非正規かに
よって細分化の方法が異なるマルチレベル細分化アルゴ
リズム (8) を使用する.
メッシュ要素を扱う際, メッシュの細分化レベル, 要素

の次元, 要素の位置, の三つの情報を指定する. プログラ
ム内ではそれらの情報をひとまとめにし, 幾何学的 ID と
称される構造体として使用する.

10. 解析条件
手法の検証を行うにあたり, 厳密解 u を有する流れの

渦度場 ωおよび速度境界条件として, x および z 方向に

4 Copyright c⃝ 2018 by JSFM



第 32 回数値流体力学シンポジウム
F11-3

Fig. 2: メッシュの表面と渦度場の様子

Fig. 3: メッシュの断面と渦度場の様子　

一様な粘性 Channel 流のものを使用した.

u =
(
1− y2

)
ex (46)

ω = 2y ez (47)

正六面体の計算領域を定義した. 速度境界条件は式 (39)
より u · n であるため, x軸に垂直な断面上では u · n =
±1− y2, y軸, z軸に垂直な断面上では u · n = 0となる.
四つの格子点で構成される一次要素の四面体を用いて計
算領域を分割したメッシュを作成した. メッシュはマル
チレベル細分化アルゴリズムで第五段階まで細分化した
ものを使用した. このときの要素の数は 786432個, 格子
点の数は 1073345となった. 第五段階の細分化レベルで
のメッシュの表面と渦度場の様子は図 2, メッシュの断面
と渦度場の要素は図 3のようになった.

Fig. 4: 誤差のメッシュ精度依存性　一次精度

10.1 解析結果

10.2 誤差のメッシュ精度依存性
まず, 領域全体において, 厳密解に対する計算結果の誤

差式 (48)を求めてメッシュ解像度の依存性を評価した.
ここで uh は解析の結果得た近似解, uは厳密解である.

Error = ∥uh − u∥L2(Ω) (48)

その結果, 一次精度が確認できた. この理由として, 境界
において µ の関数として二次関数を使用していたことが
挙げられる. このため µ は最大でも三次精度となるが,
式 (40), 式 (14)からわかるように µ の二回微分が速度な
ので, 結局速度は一次精度となる.

10.3 速度分布
次に, 解析によって得られたベクトルポテンシャル場

と速度場を可視化し, それぞれ図 5, 図 6のようになった.
特に速度場に関して, 計算領域の各角に特異なベクトル
の存在を確認した.
また, 速度の x 成分に関して, y軸に平行な直線に沿っ

た分布を異なる位置 (x, z) = (0, 0), (0, 1), (−1, 0), (−1, 1)
で確認した. 角を含む位置 (x, z) = (−1, 1)のものが厳密
解から大幅に外れていることが図 10からわかり, 角にお
ける誤差の発生を確認した. また, メッシュの精度を高め
ると, この誤差は増大していった.
これの主な要因として, 図 11, 図 13からわかるように,

メッシュの細分化に伴い角における ψ の勾配が急になる
ためだと考えられる. そのために速度を構成する ∂ψz

∂y お

よび −∂ψy

∂z の値も減少していく様子が図 12,図 14から
も確認できた. ただ, なぜそのようになるのかはまだ調査
中である.

11. 結言と今後の展望
本研究では, 三次元有界領域の渦法解析を想定した, 渦

度場を使用した速度場の計算において, ベクトルポテン
シャルを解とするベクトル Poisson方程式を境界条件と
併せて解く有限要素法のアプローチを整理し, 検証を行っ
た. 一様な粘性 Channel 流れの渦度および速度境界条件
を使用した検証では, メッシュ精度依存性に関しては一次
精度を確認した. しかしながら, 正六面体のメッシュを使
用したところ, 角を含む直線に沿った速度分布に比較的大
きな誤差を確認し, メッシュの細分化レベルの上昇ととも
にその角の箇所だけ誤差が増大していく様子を確認した.
本研究では, 正規化の必要がない, 滑らかな渦度場がす

でに得られていることを想定していた. そのため, 三次元
有界領域における粒子の正規化手法 Smooth PUFEM と

5 Copyright c⃝ 2018 by JSFM



第 32 回数値流体力学シンポジウム
F11-3

Fig. 5: ベクトルポテンシャル場　 ψ

併せることで, 実用的な渦度変換手法として完結させる
ことが今後の課題の一つとして挙げられる.
また, 本研究では ベクトル Poisson 方程式の解法とし

て有限要素法を使用した. しかし, 有限要素法では計算領
域全体のメッシュを作成する必要があり, 渦法のメッシュ
レス性を保持することができない. 一方, Biot-Savart の
法則と境界要素法からなる積分形式を使用した場合, 境
界要素法の計算の際に境界表面のみメッシュを作成すれ
ばよいので, 渦法のメッシュレス性を比較的保持させる
ことができると考えられる. しかし, 有限要素法と比べて
実装面での複雑さは大幅に増す. 特異積分の計算 (10) が
必要になるが, そのアルゴリズムが長い. また, 実用レベ
ルにまで高速化させるために高速多重極展開法（FMM）
と組み合わせる必要がある.
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Fig. 7: (x, z) = (0, 0) における速度分布　

Fig. 8: (x, z) = (0, 1) における速度分布　

Fig. 9: (x, z) = (−1, 0) における速度分布　

Fig. 10: (x, z) = (−1, 1) における速度分布　

Fig. 11: ψz の (x, z) = (−1, 1)における分布　

Fig. 12: ∂ψz

∂y の (x, z) = (−1, 1)における分布　

Fig. 13: ψy の (x, y) = (−1, 1)における分布　

Fig. 14:
∂ψy

∂z の (x, z) = (−1, 1)における分布　
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