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非等方解像SGS乱流モデルにおける非等方項の物理的役割
Physical role of anisotropic term in anisotropy resolving SGS turbulence model
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Recent studies on subgrid-scale (SGS) turbulence modeling suggested that effects of anisotropy on SGS play a key

role to improve the numerical accuracy of large eddy simulation (LES). To investigate its physical mechanism,
we perform LES of turbulent channel flow through several types of models involving SGS anisotropic terms.
The present result shows that the Bardina term gives a better prediction than other models on the streamwise

correlation of streamwise velocity fluctuation. Phenomenological analysis suggests that the Bardina term plays a

role of an effective momentum transport of streamwise velocity fluctuation to the solid wall at a streak, leading
to an enhancement of sweeping motion of turbulence.

1. サブグリッドスケールにおける乱流の非等方効果
数値流体力学 (computational fluid dynamics, CFD)

において，格子解像度を削減し，計算格子以下 (subgrid-
scale, SGS) の乱流渦の効果をモデル化した計算を行う
large-eddy simulation(LES) は今や基盤のツールとなっ
ている．しかしながら様々な流れ場に適用できる普遍的
な SGS応力のモデリングは今なお大きな課題である．特
に固体壁を含むせん断乱流においては，壁近傍において
速度場の非等方性が卓越するため，SGSの乱流場の等方
性を仮定して導かれる線形渦粘性表現は適当でないとい
う議論がある．これまでにテストフィルター操作に基づ
く非等方応力効果を取り入れたモデルは多く検討されて
いる (1−7)．近年では速度勾配に関して二次のテンソル量
を用いたモデルの検討もなされている (8,9)．しかしなが
らテストフィルターを用いた非等方モデルは散逸の不足
やバックスキャッターのため，しばしば数値的不安定性
を伴う (1−7)．近年，Abe(10) は安定化粘性項をさらに付
与することで，非等方モデルを用いつつ数値的に安定な
モデルを実現した．Abe(10)のモデルに関して，その後さ
らなる応用モデルの開発 (11,12)や，計算性能や物理効果
の検証 (13−15) がなされている．

Abe(10)や Inagaki and Abe(11)のモデルの特徴は，従
来の SGSモデルよりも解像度依存性が小さく，低解像度
においても平均速度や乱流エネルギーを良い精度で予測
できることである．従来の SGSモデルは解像度依存性が
大きいだけでなく，乱流エネルギーを過大評価する傾向
にある (7)．こうした傾向は，同様の安定化手法を用いた
別種の非等方モデルでも見られている (12)．したがって，
単に安定的な形で非等方性を取り入れるだけではモデル
の改善は達成できないことが示唆される．そこで本研究
ではチャネル乱流を計算対象として，非等方モデル項に
様々なモデルを適用することでその物理効果を考察する．

2. 非等方解像モデル

2.1 Abeのモデル
Abe(10) は次のような SGS応力 (τ sgsij = uiuj − uiuj)

のモデルを提示した：

τ sgsij =
2

3
ksgsδij − 2νsgssij +

2ksgs

τaℓℓ

(
τaij

∗ + 2νasij
)
,

νsgs = Csgs∆fν
√
ksgs, νa = −

τaij
∗sij

2sℓmsℓm
. (1)

ただし ksgs(= τ sgsℓℓ /2) は SGS 乱流エネルギー，sij [=

(∂ui/∂xj + ∂uj/∂xi)/2]は GSの速度歪み，∆はフィル
ター幅，Csgs はモデル定数，fν は壁減衰関数，Aij

∗ =

Aij − Aℓℓδij/3である．また τaij は SGS乱流場の非等方
性を表すモデル項であるが，νa を伴う項の導入により，

sij(τ
a
ij

∗ + 2νasij) = 0, −τ sgsij sij = 2νsgss2 ≥ 0 (2)

を満たすよう安定化していることが Abe(10) の巧妙な点
である．Abe(10)や Inagaki and Abe(11)では非等方項 τaij
に Baridinaの SGS-Reynolds項 (ui − ûi)(uj − ûj)に関
するスケール相似モデル (1)，

τBardina
ij = (ui − ûi)(uj − ûj), (3)

を採用している．ただし q̂は物理量 qにテストフィルター
を施した量を表す．以後，これを Bardina項と呼ぶこと
にする．
フィルター操作は Taylor展開を用いると

q̂ = q +
∆̂2

ℓ

24

∂2q

∂x2
ℓ

+O(∆̂4
ℓ), (4)

と表すことができる (16)．ただし ∆̂i は xi 方向のテスト
フィルター幅を表しており，式 (4)中の ℓはフィルター
操作を施す方向に関してのみ和を取るものとする．した
がって式 (3)は

τBardina
ij =

∆̂2
ℓ

24

∂2ui

∂x2
ℓ

∆̂2
m

24

∂2uj

∂x2
m

(5)

と評価できる．
モデルにおいて ksgs は輸送方程式，

∂ksgs

∂t
= − ∂

∂xj
(ujk

sgs)− τ sgsij sij − εsgs

+
∂

∂xj

[(
ν + Ckfν∆

√
ksgs

) ∂ksgs

∂xj

]
,

εsgs = Cε
(ksgs)3/2

∆
+ εwall, εwall =

2νksgs

y2
(6)

を数値的に解いて得る．ただしCk = 0.1，εwallは壁付近
での漸近条件を満たすための項であり，y は壁からの距
離，Cε = 0.835である．筆者らによって ksgsの時間発展
を解かずに，代数表現を与えるモデルの構築も試みられ
ている (17)．壁減衰関数 fν には Inagaki(16) によって提
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案された Kolmogorovスケールを用いた関数形が用いら
れる：

fν = 1− exp[−(dε/A0)
2/(1+C0)],

dε =
uεy

ν

(
y

∆

)C0

, uε = (νεsgs)1/4. (7)

Inagaki and Abe(11) は ∆ = (∆x∆y∆z)1/3，Csgs =
0.075，A0 = 13，C0 = 1/3とした．

2.2 その他の非等方モデル
SGSの非等方性を表す他のモデル項として Clark項が

知られている (18)：

τClark
ij =

∆
2

ℓ

12

∂ui

∂xℓ

∂uj

∂xℓ
. (8)

これは修正 Leonard項 (19)Lm
ij(= ûiuj − ûiûj)をテスト

フィルター操作に関してTaylor展開した際の第 1項と対
応している．すなわち，

ûiuj − ûiûj =
∆̂2

ℓ

12

∂ui

∂xℓ

∂uj

∂xℓ
− ∆̂2

ℓ

24

∂2ui

∂x2
ℓ

∆̂2
m

24

∂2uj

∂x2
m

(9)

となっている．式 (9)の右辺第 2項は式 (5)のBardina項
である．Kobayashi(12)はClark項を用いた安定化非等方
モデルを提示し，チャネル乱流において従来モデルより格
子依存性の少ない結果を示した．Clark項 (8)とBardina
項 (5)を比較すると，前者は GS速度に関して一階微分
の積，後者は二階微分の積となっている．

3. 様々な非等方項を用いた安定化モデルの計算
本研究では SGS応力における非等方項の物理的役割を

考察するため，τaij に様々なモデルを適用した数値計算を
実行する．SGS応力のモデルには Inagaki and Abe(11)

のモデル (IAモデル)を適用し，非等方項 τaij として次の
5種を適用した：

(1) τaij = τBardina
ij とし，全方向にテストフィルターを施

したもの (IA-original)

(2) τaij = τBardina
ij とし，x方向のみにテストフィルター

を施したもの (IA-xf)

(3) τaij = τBardina
ij とし，z方向のみにテストフィルター

を施したもの (IA-zf)

(4) τaij = τClark
ij とし，全方向にテストフィルターを施し

たもの (IA-Clark)

(5) τaij = τgradij (次式参照)としたもの (IA-grad)

τgradij = ∆
4
(∇2ui)(∇2uj) (10)

ここで τgradij はBardina項 (5)のフィルター方向と微分方
向を合わせず，等方的なフィルター幅と Laplacianを用
いたモデルとなっている．また参考として Smagorinsky
モデル (20)，

τ sgsij
∗ = −2νsgssij , νsgs = (CSfν∆)2

√
2sijsij ,

fν = 1− exp[−y+/25], y+ = uτy/ν (11)

および SGS応力をゼロとした no modelの計算も行った．
ただし CS = 0.1とした．
計算対象はチャネル乱流とし，Reynolds 数は Reτ (=

uτh/ν) = 180で，uτ =
√
ν∂ux/∂y|wall，hはチャネル半

幅である．計算領域は x方向を主流方向としてLx×Ly×
Lz = 4πh × 2h × 4πh/3，格子点数は Nx × Ny × Nz =
16× 64× 16とした．x，z方向は周期境界条件，y方向
は壁面上で滑りなし条件を適用している．粘性長さに基
づく格子解像度は∆x+(= ∆xuτ/ν) = 141，∆y+ = 1.1–
11，∆z+ = 47となっている．空間差分はスタッガード
格子を用い，x，z 方向は保存型 4次精度中心差分 (21)，
y 方向は非等間隔格子を用いた自乗量保存型 2次精度中
心差分 (22) を用いた．速度場の時間積分には 2次精度の
Adams–Bashforth法を用いた．ksgsの時間積分では散逸
項を半陰的に扱い，その他は Euler陽解法を用いて解い
た．圧力は高速 Fourier変換を用いて解いている．テス
トフィルターや式 (10)に含まれる微分や補間は 2次精度
で行っており，これにより差分の打切り誤差は 4次精度
となっている．また∆i = ∆xi，∆̂i =

√
3∆xi とした．

3.1 空間一点統計量
Figure 1は各ケースの主流方向平均速度分布を示して

いる．DNSは Moser et al. (23) のものである．ただし
Ux = ⟨ux⟩であり，⟨·⟩は時間と x–z面に関する平均を表
す．低解像度のため SMが流量を過大評価しているのに
対し，IA-originalはDNSとよく一致した分布を示してい
る．これに対して IA-xf，zfはやや流量が低下し，Clark
ではさらに流量の低下がみられる．IA-gradは originalと
同等の微分の階数を持つ非等方項を持つにもかかわらず，
no modelと同程度に流量を過大評価している．
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Fig. 1: Streamwise mean velocity profiles for each case.

Figure 2はReynoldsせん断応力Rxy = ⟨u′
xu

′
y⟩+⟨τ sgsxy ⟩

の分布を示している．ただしGSは ⟨u′
xu

′
y⟩を表し，total

は ⟨u′
xu

′
y⟩と ⟨τ sgsxy ⟩の和を表している．IA-originalと xf，

zf の差は GS 成分に顕著に表れており，original に対し
て xfは −⟨u′

xu
′
y⟩をやや過大評価，zfは逆に過小評価し

ている．しかしいずれも SGS成分の働きによって流量は
originalと同程度となっている．IA-Clarkは originalと
比べて GS成分がかなり大きく出ている．これが結果と
して流量を低下させる大きな原因となっている．IA-grad
は SMと同様 y+ = 20付近で GS成分を過小評価してい
る．GS成分は計算格子で解像している乱流の速度構造
を反映しているため，IA-gradや SMは乱流構造自体が
異なった振る舞いとなっていることを示唆している．た
だし IA-gradは SGS成分の働きにより no modelと同程
度の応力が実現されている．
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Fig. 2: Reynolds shear stress profiles for each case.

Figure 3は乱流エネルギーK = ⟨u′
iu

′
i⟩/2+ ⟨ksgs⟩の分

布を示している．ただし GSは ⟨u′
iu

′
i⟩/2を表す．各ケー

スごとの差はReynoldsせん断応力とほぼ同様であり，xf
は GS成分を originalより過大評価，zfは過小評価して
いる．また IA-Clarkは GS成分だけで DNSより大きな
値を示しているが，これは Kobayashi(12) のモデルでも
同様であった．
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Fig. 3: Turbulent kinetic energy profiles for each case.

3.2 空間二点統計量

Figure 4 は y+ = 20 における主流方向に波数分解し
たエネルギースペクトルを示している．IA-originalと xf
に大きな差はみられないが，zfは低波数側でやや値が小
さくなっている．IA-Clarkは originalに対して低波数側
で値が大きく，なおかつ高波数側で急速に減衰している．
こうした高波数側での減衰は IA-grad，SM，no modelも
共通している．

Clark項と Bardina項の差は式 (5)，(8)で示した通り
微分の階数である．したがって，Clark項は低波数側で大
きく寄与し，すぐには散逸されずにGS乱流エネルギーが
大きくなる．一方で Bardina項は高波数の散逸が強い領
域で寄与するため，GS乱流エネルギーが大きくならない
と解釈できる．しかしながら微分の階数だけでは IA-grad
の振る舞いを説明できない．このことは後述する．
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Fig. 4: Profiles of energy spectrum at y+ = 20 for each
case.

ここで主流方向速度ゆらぎの空間二点速度相関

Cuu(rα) = ⟨u′
x(x)u

′
x(x+ rαeα)⟩ (12)

を調べる．ただし αについては縮約を取らないものとし，
ei は xi 方向の単位ベクトルを表す．
Figure 5は主流方向速度ゆらぎの主流方向速度相関を

示している．IA-original，xf，zfは相関が急速に落ちて
いるのに対し，Clarkや gradは相関があまり減衰せずに
残っている．特に SMは相関がほとんど落ちない．これ
は主流方向のストリーク構造の長さを反映している．し
たがって，相関が落ちていないモデルではストリークが
主流方向に長く伸びすぎていることを表している．
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Fig. 5: Profiles of streamwise correlation of streamwise
velocity fluctuation at y+ = 20 for each case.

Figure 6は主流方向速度ゆらぎのスパン方向相関を示
している．これはストリーク構造のスパン方向間隔を反
映している．IA-Clarkや gradでは相関が負値から回復
するのがやや遅いものの，Figure 5の主流方向相関と比
べてモデル間の差は大きくない．

3.3 ストリーク構造
Figure 7(a)，(b)はそれぞれ IA-original，IA-Clarkに

おける y+ = 20での瞬時場の主流方向速度ゆらぎを表し
ている．ただし ⟨·⟩xz−plane は x–z 面平均を表している．
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Fig. 6: Profiles of spanwise correlation of streamwise
velocity fluctuation at y+ = 20 for each case.

また構造を見やすくするため 16 × 16の格子点速度場を
64 × 64点に拡張し，間の値を各方向に対して隣接 4点
を用いた Lagrange補間で内挿している．Figure 5で見
たように，IA-originalは主流方向の速度相関が急速に落
ちているのに対応して，ストリークの長さはやや途切れ
つつある．一方で IA-Clarkでは主流方向に領域全体近く
まで長く伸びた構造が見られる．非等方項の差は乱流の
GS成分の大小のみならず，形成される流れ場の構造にも
大きく関係していることがわかる．実際 Abe(10) のモデ
ルは主流方向渦を活発に生成する働きをしていることが
確認されている (13)．SGS応力の非等方性による渦生成
は他の非等方モデルに関してもなされている (8,9)．

4. 考察

4.1 IA-originalと gradの差
非等方項 τBardina

ij と τgradij の差はフィルター幅と微分
のかかり方である．ある格子点 x = (i∆x, j∆y, k∆z)上
の速度を u

(i,j,k)
i と書くことにすると，Bardinaのスケー

ル相似速度 ui − ûi と∆
2∇2ui はそれぞれ

ui − ûi =
1

8
{[u(i−1,j,k)

i − 2u
(i,j,k)
i + u

(i+1,j,k)
i ]

+ [u
(i,j−1,k)
i − 2u

(i,j,k)
i + u

(i,j+1,k)
i ]

+ [u
(i,j,k−1)
i − 2u

(i,j,k)
i + u

(i,j,k+1)
i ]}, (13)

∆
2∇2ui = (∆x∆z)2/3∆y−1/3

×

{(
∆y

∆x

)2

[u
(i−1,j,k)
i − 2u

(i,j,k)
i + u

(i+1,j,k)
i ]

+ [u
(i,j−1,k)
i − 2u

(i,j,k)
i + u

(i,j+1,k)
i ]

+

(
∆y

∆z

)2

[u
(i,j,k−1)
i − 2u

(i,j,k)
i + u

(i,j,k+1)
i ]

}
.

(14)

となる．ただし簡単化のため y 方向の格子の非等間隔
性を無視した差分形式で表している．本計算の格子幅は
∆y < ∆x,∆z であるため，式 (14)のうち寄与するのは
{ }内の 2行目，y微分に伴う項のみとなる．一方，本計
算の結果から IA-originalと xf，zfの差が大きくないこと
がわかっているため，y 方向のフィルターはあまり役割
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Fig. 7: Spontaneous streamwise velocity fluctuation at
y+ = 20 for (a) IA-original (b) IA-Clark.

を果たしていないことが想像できる．この差が Fig. 4の
エネルギースペクトルに反映されている．実際，Bardina
項を用いてテストフィルターを x，zの 2方向のみにした
数値計算結果は IA-originalと統計的な性質がほぼ変わら
ないことを確認している．したがって，非等方項の物理
的役割は微分の階数そのものではなく，主流ないしスパ
ン方向の 2階微分に集約されていると言えるであろう．

4.2 Bardina項とストリーク構造の関係
ここで低速，ないし高速の主流方向ストリーク構造と

Bardina項の役割について考察する．壁乱流ではしばしば
イジェクションと呼ばれる低速ストリークと壁から離れる
向きの速度ゆらぎ，スイープと呼ばれる高速ストリーク
と壁に近づく向きの速度ゆらぎのイベントが卓越し，乱流
応力 ⟨u′

xu
′
y⟩の符号に大きく寄与していると考えられてい

る．ストリーク構造はスパン方向に比較的細かい間隔で並
ぶため，ストリーク構造の中心付近において ∂2u′

x/∂z
2，

∂2u′
y/∂z

2はそれぞれ u′
x，u′

y と逆符号となる傾向が表れ
るであろう．したがって，z方向のテストフィルターを考
えると

τBardina
xy ∝ ∂2u′

x

∂z2
∂2u′

y

∂z2
< 0 (15)

となる．このとき τBardina
xy は主流方向速度の y方向フラッ

クスを表すため，ストリーク構造の中心付近で主流速度
を壁に向かう方向へと輸送する．壁乱流において外層付
近には高速の流体が存在するため，Bardina項はスイー
プ運動をより増強するような働きをすると考えられる．

Figure 8は IA-originalの計算結果から求めた τBardina
xy

の瞬時分布を示している．Figure 7(a)の主流方向速度ゆ
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らぎの分布と比較すると，しばしば高速ストリークの付
近で τBardina

xy が大きな負の値を示す傾向が見られる．こ
うした運動が実効的なストリーク不安定性 (24,25)を担い，
主流方向渦度の生成 (13) などに寄与して壁乱流の特性を
再現している可能性が示唆される．一方，Clark項は速
度の一階微分で表されるため，ストリークの中心よりむ
しろその周囲で寄与すると考えられる．したがってスト
リーク構造そのものを変化させる役割が弱く，主流方向
に長いストリークが維持されてしまうというシナリオが
考えられる．

τ
Bardina
xy        : IA-original
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Fig. 8: Spontaneous profile of τBardina
xy at y+ = 20

for IA-original where gray lines denote contour of
ux − ⟨ux⟩xz-plane = 0 and black lines denote contour
of ux − ⟨ux⟩xz-plane = 5.

5. 結論
非等方解像 SGS乱流モデル (10,11)における非等方項の

物理的役割を考察するため，様々な非等方項を適用した
モデルを用いたチャネル乱流の数値計算を実行した．そ
の結果 Clark項 (8)や，Bardina項と同等の階数の微分
を含む項 (10)では Bardina項 (3)を用いたオリジナルモ
デルと同程度の平均速度，乱流エネルギー分布を示すこ
とができなかった．一方，Bardina項を用いたモデルに
おいて，テストフィルターを x方向ないし z方向のみに
限定した場合は，全方向施した場合と大きな差のない結
果が得られた．主流方向速度の相関や x–z断面分布から，
Bardina項を用いたモデルが Clark項を用いたモデルよ
り DNSに近いストリーク構造が再現されていることが
わかった．また現象論的な解析から，Bardina項がスト
リーク構造の中心付近で壁方向への主流速度フラックス
と対応することが示唆された．実際，Bardina項が強い
負値を示す領域は高速ストリークの位置と近く，スイー
プ運動をより増強するような働きをすることが考えられ
る．今後，実際の壁付近の乱流渦構造や，ストリーク不
安定性を含めた乱流の自己維持機構 (24,25)との対応関係
を調べることがさらなる課題である．
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