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This paper presents a versatile and Snapshot POD-based shape optimization method, to delay laminar-turbulent transition 

and to promote a mixing. The main problem is the nonstationary Navier-Stokes problem and eigenvalue problem for 

Snapshot POD, ad more the eigenvalues of Snapshot POD is defined as the cost function. Based on Lagrange multiplier 

method, the objective cost functional is obtained, and by using Adjoint variable method main problem and adjoint 

problems are solved to evaluate the sensitivity. The two dimensional cavity flow used as an initial domain is reshaped 

iteratively. 

 

 

 

１．イントロダクション 

現代の工学・産業界において，最適設計というかたちで発展を

遂げてきた形状最適化問題は，約100年前から数理科学の一分野と

して研究がされてきた．特に，数値流体力学における形状最適化

問題は乱流制御という一分野を築いており，航空宇宙工学分野に

おいて重要な役割を担っている．一般的に，このような乱流制御

を行う際，時間平均場を用いて目的関数を定義することが多いが，

本研究では，データ科学的手法により乱流場を時間平均場と時間

変動場に分解し，乱流場の特徴的な時空間構造を持つ時間変動場

を用いて目的関数を定義する．それにより，時間平均場を用いて

目的関数を定義する従来の手法と比べて，直接的に乱流の時空間

構造を制御することが可能となる． 

このような最適設計による流体制御の先駆的な研究は，フラン

ス人応用数学者である1, 2)PironneauがStokes方程式やNavier-Stokes

方程式が定義された空間において，散逸エネルギー最小化問題に

対する感度解析を行うところまで遡る．その後，3)Haslinger and 

Makinen，4)Moubachir and Zolesio，5)Sokolowski and Zolesioが形状最

適化問題に関する数学・数値解析を行っており，特に航空工学か

らの要請を受けるかたちで，6)Mohamadi and Pironneauが乱流モデル

や圧縮性Euler方程式，Adaptive Mesh法等 だけでなく，遺伝的アル

ゴリズムやSOM ( Self Organized Map )等を取り込んだ形状最適化

問題を定式化し，数値的に検証している．また国内では，有限要

素法の数学解析を専門とする応用数学者と最適設計を専門とする

工学者が協力する中で形状最適化問題の7-10)数学的背景が明らか

となってきた． 

上記に記述したように，形状最適化問題による流体制御に関す

る研究結果は，既に膨大なまでに存在するが，乱流制御を可能に

する形状最適化手法は未だ発展の余地が十分に残されている．本

論文では，下記で記述するように，これまで構築されてきた形状

最適化問題を土台にしつつ，データ科学的手法を導入することで，

乱流場の特徴的な時空間構造を持つ時間変動場の制御を実現する． 

これまで，数値流体力学における形状最適化問題では，11)Iwata 

et al.ように時間平均場を用いて目的関数が定義されることが主流

であった．一方で，12)Nakazawaと13)Nakazawa and Nakajimaは，乱流

場の特徴的な時空間構造を持つ時間変動場を効率的に制御するた

めに主成分分析と同様のデータ解析手法であるSnapshot Proper 

Orthogonal Decomposition ( Snapshot POD )を考慮した形状最適化問

題を提案した．このSnapshot PODによって，非定常流を時間平均場

と時間変動場にモード分解することが可能となり，それぞれの速

度場を区別して目的関数を定義することが可能となった． 

ところで，従来，形状最適化問題を解く場合には感度を境界積

分として評価することが一般的であった．そのため，12)Nakazawa

と13)Nakazawa and Nakajimaでは粘着条件で定義された境界を設計

境界としており，移流項を感度に反映することが出来なかった．

また，Time Average Navier-Stokes問題を主問題と定義していたため，

時間変動成分を十分に考慮することができなかった． 

このような状況を鑑みて，14)Nakazawaでは，Reynolds Average 

Navier-Stokes問題 (RANS)を主問題と定義し，更には領域積分型で

感度を評価することで移流項を感度に反映することに成功した．

これによって，より時間変動成分の性質を当該形状最適化問題で

用いることが可能となった．更に，境界積分型と領域積分型で感

度を評価した際の目的関数を比較しており，領域積分型の方が目

的関数を最小化していることを数値的に明らかにした． 

しかしながら，12, 14)Nakazawaと13)Nakazawa and Nakajimaで構築し

た形状最適化問題は，応力が特定の領域に集中している状況下（特

異性の高い物理場）において感度を高い精度で評価することが困

難であった．本論文では，破壊力学分野で研究が進められてきた

一般J積分 ( 15-17)Ohtsuka， 18, 19)Ohtsuka and Khludnev，20)Kimura ）

を汎関数の感度評価改善に活用するとともに，Newton流体と非

Newton流体における数値シミュレーションを通して当該形状最適

化問題の妥当性を検証する．初期形状として内部に円盤形の孤立

物体を有する2次元Cavity流れを採用した． 

ここに，本文中で現れる関数空間を概説する．𝑓 ∈ 𝐶(Ω;ℝ𝑑)と

記載した際には，Ω上で定義された連続関数𝑓: Ω → ℝ𝑑の全体集合

を表す．本文中で現れる𝐶𝑟(Ω;ℝ𝑑)は，𝑟 ∈ {0,1,⋯ }階の導関数が

𝐶(Ω;ℝ𝑑)に属する関数の全体集合を表す．また，𝐶𝑟,𝜎(Ω;ℝ𝑑)は

Hölder指数𝜎 ∈ (0,1]に対して𝑟 ∈ {0,1,⋯ }階までの導関数が

Hölder連続な𝑓 ∈ 𝐶𝑟(Ω;ℝ𝑑)の全体集合を表す．次に，𝐿𝑠(Ω;ℝ𝑑)と

記述すると，𝑠 ∈ [1,∞)に対して𝑠乗Lebesgue可積分な関数𝑓: Ω →

ℝ𝑑の全体集合を表す．𝑊𝑟,𝑠(Ω; ℝ𝑑)と記述した際には，𝑟 ∈
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{0,1,⋯ }階までの導関数が，𝐿𝑠(Ω;ℝ𝑑)に属する関数の全体集合を

あらわす．最後に，𝐻𝑠(Ω;ℝ𝑑)とは𝑊𝑠,2(Ω; ℝ𝑑)のことである．こ

れらの詳細については10)畔上の第4章を参照されたい． 

 

２．主問題 

(1) The Non Stationary Navier-Stokes Problem 

まず初めに，主問題を設定するために非定常Navier-Stokes方程

式を準備する．  

 

D𝒖

D𝑡
= −∇𝑝 +

1

Re
Δ𝒖 in Ω, 

 

(1a) 

  

∇ ⋅ 𝒖 = 0 in Ω, (1b) 

  

𝑢 = 16𝑥2(1 − 𝑥2) cos(𝜋𝑡) , 𝑣 = 0 in Γtop, (1c) 

  

𝒖 = 𝟎 on Γwall. (1d) 

 

そこで，{𝒖, 𝑝}は速度ベクトルと圧力であり𝒖 = {𝑢, 𝑣}である．ま

た，レイノルズ数Reについては𝐿と𝑈をそれぞれ代表速度（上面境

界における速度の最大値）と代表長さ（上面境界の長さ），𝜈を動

粘性率とすることで，Re = 𝐿𝑈 𝜈⁄ と定義される．次に，有限差分

法により式(1)を時間方向に離散化を行い，各時間ステップにおけ

る弱形式を導出すると式(2)が得られる． 

 

∫ 𝐺1
𝑛(𝒙, 𝜁1)

Ω

𝑑𝑥 = 0, 

 

(2a) 

  

𝐺1
𝑛(𝒙, 𝜁1) 

=
D𝒖𝑛

D𝑡
⋅ 𝒗𝑛 − (∇ ⋅ 𝒗𝑛)𝑝𝑛 − (∇ ⋅ 𝒖𝑛)𝑞𝑛  

+
1

Re
∇(𝒖𝑛)T: ∇(𝒗𝑛)T. 

 

 

 

 

(2b) 

 

ここで，時間ステップ𝑛 ∈ [𝑇1, 𝑇2]，時間間隔Δ𝑡，𝑁1 = Δ𝑡𝑇1, 𝑁2 =

Δ𝑡𝑇2を初期，最終時間ステップ，𝑚 = 𝑁2 − 𝑁1 + 1とする．また， 

{𝒗𝑛, 𝑞𝑛} ∈ 𝐻1(Ω;ℝ𝑑) × 𝐿2(Ω;ℝ)は， {𝒖𝑛 , 𝑝𝑛}  ∈ 𝐻1(Ω; ℝ𝑑) ×

𝐿2(Ω;ℝ)に対するテスト関数（随伴変数）であり，𝜁1 =

{𝒖𝑛 , 𝑝𝑛, 𝒗𝑛, 𝑞𝑛}と記述する．最後に，形状最適化問題における制

約関数𝐿1(Ω, 𝜁1)を以下のように定義する． 

 

𝐿1(𝝓0, 𝜁1) =
1

𝑚
∑ ∫ 𝐺1

𝑛(𝒙, 𝜁1)
Ω

𝑑𝑥

𝑁2

𝑛=𝑁1

. 

 

(3) 

 

(2) Eigenvalue Problem for Snapshot POD 

非定常 Navier-Stokes 方程式を時間積分した後，相関係数行列

𝑅(�̃�, �̃�) ∈ ℝ𝑚×𝑚 を構成する． 

 

𝑅(�̃�, �̃�) = ∫ �̃�T�̃�𝑑𝑥
Ω

, 

 

(4a) 

  

�̃� = [(𝒖𝑁1)T, ⋯ , (𝒖𝑛)T ,⋯ , (𝒖𝑁2)T ]. (4b) 

 

そして，Snapshot Proper Orthogonal Decomposition (Snapshot  POD) 

の固有値問題は下記のように定式化される． 

 

𝑅(�̃�, �̃�)�̂� = 𝜔�̂�, (5a) 

  

𝜔 = [𝜔1,⋯ , 𝜔𝑖 , ⋯ , 𝜔𝑚], (5b) 

  

�̂� = [�̂�1,⋯ , �̂�𝑖 ,⋯ , �̂�𝑚]. (5c) 

 

ここで，固有値 𝜔 ∈ ℝ𝑚，固有ベクトル �̂� ∈ ℝ𝑚×𝑚 が数値的に

求められれば，POD基底𝚽が得られる． 

 

𝚽 = 𝜔−
1
2�̃��̂� ∈ ℝ𝑑×𝑚, 

(6a) 

  

𝚽 = [𝚽1, ⋯ ,𝚽i,⋯ ,𝚽𝑚], (6b) 

  

𝚽𝜔
𝑖 = √𝜔𝑖𝚽𝑖 . 

(6c) 

 

最後に，形状最適化問題における制約関数𝐿2(Ω, 𝜁2)を定義する． 

 

𝐿2(𝝓0, 𝜁2) =
1

𝑚
∑𝐺2(𝒙, 𝜁2)

𝑚

𝑖=1

, 

 

(7a) 

  

𝐺2(𝒙, 𝜁2) = 𝜶[𝛿𝑗→𝑘{𝜔�̂� − 𝑅(�̃�, �̃�)�̂�}]. 
(7b) 

 

ここで，𝜶 ∈ ℝ𝑚×𝑚 は�̂� に対する随伴変数，𝛿𝑗→𝑘は第 j主成分か

ら第 k 主成分の固有値を抽出するための重み関数，𝜁2 =

{𝜔, �̃�, �̂�, 𝜶}である．  

 

 (3) The Reynolds Average Navier-Stokes Problem 

ここでは，𝜁1̅ = {�̅�, �̅�, �̅�, �̅�}として形状最適化問題における制約

関数𝐿1(Ω, 𝜁1̅)を再定義する.．式(2)は非定常Navier-Stokes問題の時

間変化に対する総和平均を取っているためReynolds Average 

Navier-Stokes問題を導出することと同意であり，式(8)はReynolds 

Average Navier-Stokes問題の弱形式となっている． 

 

𝐿1(𝝓0, 𝜁1̅) = ∫ �̅�1(𝒙, 𝜁1̅)
Ω

𝑑𝑥, 

 

(8a) 

  

�̅�1(𝒙, 𝜁1̅) = (𝐶 +
1

Re
𝛻�̅�T) : 𝛻�̅�T 

−(𝛻 ⋅ �̅�)�̅� − (𝛻 ⋅ �̅�)�̅�, 

 

(8b) 

  

𝐶 = 𝐶1 + 𝐶2, 

𝐶1 = −�̅�(�̅�)T, 𝐶2 = −
1

2
∑{𝚽𝜔

𝑖 (𝚽𝜔
𝑖 )

T
}

∞

𝑖=2

, 

 

(8c) 

  

�̅� =
1

𝑚
∑ 𝒖𝑛

𝑁2

𝑛=𝑁1

, �̅� =
1

𝑚
∑ 𝑝𝑛

𝑁2

𝑛=𝑁1

. 

 

(8d) 

 

ここで，{�̅�, �̅�} ∈ 𝐻1(Ω;ℝ𝑑) × 𝐿2(Ω;ℝ)は時間平均速度と圧力で
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あり{�̅�, �̅�} ∈ 𝐻1(Ω;ℝ𝑑) × 𝐿2(Ω; ℝ)は対応する随伴変数である． 

  

  

３．形状最適化問題 

 

(1) The Objective Functional 

当該研究における形状最適化問題の目的関数を下記のように定

義する． 

 

𝑓(𝝓,𝜔) = ∑𝛿𝑗→𝑘𝜔𝑖

𝑚

𝑖=1

. 

 

(9) 

 

Lagarange未定乗数法に基づき，目的汎関数を 

 

𝐿(𝝓, 𝜁1̅, 𝜁2) = 𝑓(𝝓,𝜔) − 𝐿1(𝝓, 𝜁1̅) − 𝐿2(𝝓, 𝜁2) (10) 

 

と記述する． 

 

(2) Lagrange Multiplier Method 

 式(3-6)を考慮すると，式(16)の領域変分を以下のように導出する

ことができる． 

 

�̇�(𝝓, 𝜁1̅, 𝜁2) = 𝑓̇(𝝓, 𝜔) − 𝐿1̇(𝝓, 𝜁1̅) − 𝐿2̇(𝝓, 𝜁2). (11) 

 

【修正意見 B-13】ここで， 𝑓(𝝓0, 𝜔)の物質微分𝑓̇(𝝓, 𝜔)は，𝜔 ∈

ℝ𝑚による∇𝑓(𝝓0, 𝜔) = 0を考慮して 

 

𝑓̇(𝝓, 𝜔) 

= 𝑓(𝝓,𝜔)[𝝋,𝜔′] + 𝝋 ⋅ ∇𝑓(𝝓0, 𝜔) + 𝑜(𝜖2) 

= 𝑓(𝝓,𝜔)[𝝋,𝜔′] + 𝑜(𝜖2) 

 

 

(12) 

 

と な り ， 結 果 的 に 𝑓̇(𝝓, 𝜔)[𝝋, 𝜔′] = 𝑓(𝝓,𝜔)[𝝋,𝜔′] =

∑ 𝛿𝑗→𝑘(𝜔𝑖)′𝑚
𝑖=1 となる．次に， ∇𝜁1̅ = {�̅�, �̅�} ∈ 𝐿2(Ω; ℝ𝑑) ×

𝐿2(Ω;ℝ𝑑)から，𝐿1(𝝓, 𝜁1̅)の物質微分𝐿1̇(𝝓, 𝜁1̅)は， 

 

𝐿1̇(𝝓, 𝜁1̅)[𝝋, 𝜁1̅
′] 

= 𝐿1(𝝓0, 𝜁1̅)[𝜁1̅′] + 𝐿1(𝝓0, 𝜁1̅)[𝝋], 

 

 

(13a) 

  

𝐿1(𝝓0, 𝜁1̅)[𝝋] 

= ∫

[
 
 
 
 
 
 
 
 {(𝐶 +

1

Re
∇�̅�T) : ∇�̅�T} (∇ ⋅ 𝝋)

− {(2𝝋 ⋅ ∇�̅� +
1

Re
∇𝝋𝐓) �̅�𝐓} : ∇�̅�T

−(𝐶 +
1

Re
∇�̅�T) : (∇𝝋T)(∇�̅�T)

−�̅�tr[(∇𝝋𝐓)(∇�̅�𝐓)]

−�̅�tr[(∇𝝋𝐓)(∇�̅�𝐓)] ]
 
 
 
 
 
 
 
 

Ω

𝑑𝑥. 

 

 

 

 

(13b) 

 

となる．次に，𝚽𝜔
𝑖 = √𝜔𝑖𝚽𝑖であることを考慮して，𝐿2(𝝓0, 𝜁2)の

物質微分𝐿2̇(𝝓, 𝜁2)は， 

 

𝐿2̇(𝝓, 𝜁2) = 𝐿2(𝝓, 𝜁2)[𝜁2
′] + 𝐿2(𝝓, 𝜁2)[𝝋], (14a) 

  

𝐿2(𝝓, 𝜁2)[𝝋]  

= −2∫ (∑𝛿𝑗→𝑘𝜶𝚽𝜔
T

𝑚

𝑖=1

) ⋅ (𝝋 ⋅ ∇�̅�)
Ω

𝑑𝑥 

−2∫ (∇ ⋅ 𝝋)∑𝛿𝑗→𝑘𝜶(𝚽𝜔
𝑖 )

T
𝚽ω

𝒊

𝑚

𝑖=1Ω

𝑑𝑥, 

 

 

(14b) 

 

となる．そして，KKT条件を考慮すると， 

 

𝐿1(𝝓0, 𝜁1̅)[𝜁1̅′] = 0, (15a) 

  

𝐿2(𝝓, 𝜁2)[𝜁2′] = 0, (15b) 

 

より主問題である式(2)及び式(4)と，それに対応する随伴問題を導

出することができる．そして，式(2)に対する随伴問題として 

 

(∇�̅�T)𝒗 + (�̅� ⋅ 𝛻)�̅� + 𝛻�̅� −
1

Re
Δ�̅� 

= 2 ∑𝛿𝑗→𝑘𝜶𝚽𝜔 �̂�

𝑚

𝑖=1

 in Ω, 

 

 

(16a) 

  

𝛻 ⋅ �̅� = 0 in Ω, (17b) 

  

�̅� = 𝟎 on ∂Ω, (17c) 

 

が得られる．また，式(4)は自己随伴となるため随伴問題を解く必

要がない． 

最後に，主変数と随伴変数を式(11)に代入することで下記のよう

に形状感度が得られる． 

 

�̇�(𝝓, 𝜁1̅, 𝜁2)[𝝋, 𝜁1̅
′ , 𝜁2

′] 

= 𝐿1(𝝓0, 𝜁1̅)[𝝋] + 𝐿2(𝝓, 𝜁2)[𝝋] 

 

(18) 

 

(3) Regularization of Sensitivity 

 前述したように，写像𝝓は𝑊1,∞(Ω;ℝ𝑑)が仮定されているが，式

(18)で得られる領域変動𝝋が𝑊1,∞(Ω; ℝ𝑑)となっている保証はな

い．そこで，𝐻1勾配法を活用することで形状感度の正則性を担保

する． 

 

∫ E(�̌�)
Ω

: E(𝝋)𝑑𝑥 

= −𝐿1(𝝓0, 𝜁1̅)[𝝋] − 𝐿2(𝝓, 𝜁2)[𝝋]. 

 

 

(19a) 

  

E(𝒖) =
1

2
{∇𝒖T + (∇𝒖T)T}. 

 

(19b) 

 

最終的に，微小パラメーター𝜖を任意に決定し，𝝓(Ω) = 𝝓0(Ω) +

𝜖�̌�(Ω)によって領域を変動させる．このような過程を目的関数が

収束するまで繰り返すことで最適形状が得られる． 

 

 

４．数値計算結果 

 

下記に，本論文で扱う計算領域と境界条件を図示する． 
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図-1 初期形状における計算領域と境界条件 

 

 

(1) Sampling Data 

まず初めに，非定常Navier-Stokes問題を解きSnapshot PODで用

いる速度ベクトルをサンプリングする．図-2 は初期形状における

運動エネルギーの時間変化である．ところで，Snapshot PODは主

成分分析を基礎としているためサンプリングデータガウス分布に

従っている必要がある．そこで，図-2(b)から，3 ≤ 𝑡 ≤ 6で概ね周

期解が漸近していることがわかるため，サンプリングする初期時

刻と最終時刻を𝑇1 = 3及び𝑇2 = 6と設定した． 

 

 

(a) 0 ≤ 𝑡 ≤ 6 

 

 

(b) 3 ≤ 𝑡 ≤ 6 

図-2 初期形状における運動エネルギーの時間変化 

 

 (2) Numerical Simulation for Newtonian Fluid 

次に，14)Nakazawaでは重み関数を𝛿2→𝑚として，時間変動場の速

度場だけを用いた目的関数を定義し，従来の時間平均を用いた場

合と比較して，より直接的に時間変動場を制御することに成功し

た．そこで，本研究では，𝛿2→𝑚を固定して，感度を評価する． 

当該形状最適化問題を数値的に解き，形状更新における目的関

数を図-3 に図示した．図-3 の結果から， 41 ステップ目で最小値

を取った．その際，10ステップ以降から急激に目的関数が最小化

しているが，当該最適化問題のアルゴリズムではReynolds Average 

Navier-Stokes 問題を制約関数としていることから，非線形的な振

る舞いを示しているものだと考えられる．この目的関数の振る舞

いを詳細に解析するには，各PODモードに対する感度を形状更新

毎に評価することで明らかとなると考えられるが，本論文では扱

わないことにする． 

図-4 に初期形状と最適形状における固有値を図示している．と

ころで，本研究で用いているSnapshot PODの定義では，第1主成

分が時間平均場を，第 2 主成分以降に時間変動場の統計量を抽出

している．そのため，第 2 主成分以降の固有値が最小化している

ことから，時間変動場が抑制されていることがわかる． 

図-5には初期形状と最適形状における有限要素メッシュを図示

している．本論文では∂Ωmを設計境界としており，一方でΓtopで

は時間周期流を定義していることから，∂ΩmのΓtopに近い境界が

上方に移動することでエネルギー散逸を向上させ，結果的に運動

エネルギーを最小化させているものと考えられる．このように上

方に境界が移動することは，著者がこれまで得てきた 12-14)数値計

算結果と概ね一致する． 

 

 

図-3 形状更新における目的関数 

 

 
図-4 初期形状と最適形状における固有値 
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(a) Initial Domain 

 

(b) Optimal Domain 

図-5 初期形状と最適形状 

 

 

５．提出期限 

本研究では，時間変動場の効率的制御を目的として，Snapshot 

PODを活用した流れ場の形状最適化問題を定式化する．具体的に

は，Snapshot PODで得られた固有値を目的関数と定義し，Reynolds 

Average Navier-Stokes問題とSnapshot PODの固有値問題を制約関数

とした．そして，Lagrange未定乗数法と有限要素法に基づき目的汎

関数を設定する．次に，この目的汎関数の領域変分を取り，主問

題と随伴問題を解いた後，感度を評価する．その際，感度の評価

に一般J積分を利用し，正則化として𝐻1勾配法を用いた．そして，

目的関数が最小化するまで逐次的に領域変形を行った． 

従来の最適設計技術では，主に時間平均場のみを用いて目的関

数を設定していたが，本研究では，Snapshot PODを導入することで

時間変動場を用いている．当該スキームの妥当性を検証するため

に，円盤形の孤立物体を有する2次元Cavity流れを採用したところ，

時間変動場の固有値が最小化していることを確認した．  

こように，時間変動場の制御を念頭に置いた最適設計手法は過

去に例がなく，今後，工学や産業界において幅広く利用されるこ

とを期待している．特に，高速流体機器の最適設計を行う際には，

乱流場の発達や抑制を前提とする必要があるため，従来の設計手

法と組み合わせて利用することで，これまで得られなかった最適

形状が得られる可能性がある． 
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