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Binary collisions of liquid droplets are simulated by the improved two-phase lattice Boltzmann method with the
conservative Allen–Cahn (C-A-C) equation. It is found that even when the droplets collide symmetrically, their
behavior is asymmetrical and therefore non-physical due to the numerical error of the C-A-C equation. In this

study, we attempt three methods to solve this problem. First, we tried to remove small droplets and bubbles in an
artificial way, but it is difficult to completely remove small droplets and bubbles, and the non-physical behavior

is not suppressed. Next, we changed the magnitude of the anti-diffusion term in the C-A-C equation. It is found

that the non-physical behavior is suppressed by increasing the magnitude of the anti-diffusion term. Finally, we
calculated with a higher spatial resolution. It is found that the non-physical behavior is slightly suppressed but

the computational cost significantly increases.

1. 緒言

液滴の衝突は，雲の成長・消滅やエンジン内の燃料噴
射など，日常の様々な場面に見られる現象である．この
現象を理解するためには液滴の相互作用の詳細な把握が
必要である．しかし，特にマイクロスケールの液滴の衝
突については，実験による観測が困難な場合も多い．そ
のため，数値シミュレーションによる解析が有効である
と考えられる．
　マイクロスケールの系における気液二相流の計算手法
として，Inamuroら (1) は，改良二相系格子ボルツマン
法（以下，二相系 LBM）を提案している．この手法は,
精度よく計算できる界面張力の範囲が広い上，従来にも
増してアルゴリズムが簡単で安定かつ高速に高密度比の
気液二相流計算が行えることが特長であり，今後様々な
現象への適用が期待されている．
　この改良二相系LBMでは，保存型拡散界面モデルとし
て Cahn–Hilliard (C-H)方程式が用いられており，系全
体の質量保存性に優れる一方で，直径が 10∆x以下（∆x：
格子間隔）の小さな液滴の収縮や消滅といった問題点が
あった．この問題点の解決策として，C-H方程式の代わ
りに保存型 Allen–Cahn (C-A-C)方程式を用いる方法が
挙げられる．C-A-C方程式は系全体の質量保存性に加え，
気液各相の質量保存性に優れる保存型拡散界面モデルと
して，近年注目されている (2, 3)．C-A-C方程式を導入し
た二相系 LBMでの計算について，蓬莱ら (4, 5)は，静止
液滴については直径が 5∆x程度の小さな液滴も維持可能
であることを報告している．一方で，液滴二体衝突問題
のような動的な系の計算では，微小液滴の高速移動や対
称性の瓦解など，非物理的挙動が生じてしまうことも報
告している．
　そこで本研究では，C-A-C方程式を導入した改良二相
系 LBMを液滴二体衝突問題に適用し，その際，補正な
どを加えることで非物理的挙動を抑制し，動的な系にお
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Fig. 1: Three-dimensional 15-velocity model.

いても実用可能な計算手法に改良することを目的とした．

2. 計算手法

本研究では，Inamuroらによって提案された改良二相
系 LBM(1)をベースに，保存型拡散界面モデルとして C-
A-C方程式を導入した蓬莱の計算手法 (5)を使用した．以
下の物理量はすべて，代表長さ L̂，粒子の代表速さ ĉ，時
間スケール t̂0 = L̂/Û（Û：流れの代表速さ），基準 order

parameter ϕ̂0，および代表密度 ρ̂0を用いて無次元化した
ものである．また，添え字 LおよびGは，それぞれ液相
および気相を示す．

2.1 保存型Allen–Cahn方程式を導入した改良二相系

格子ボルツマン法

本手法では LKS(Lattice Kinetic Scheme)(6)を用いる．
LKSでは緩和時間を 1とするため，速度分布関数を用い
ることなく巨視的変数である密度 ρ，圧力 p，流速uを求
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めることができる．また，格子気体モデルとして，Fig. 1
に示す 3次元 15速度モデルを用いる．この速度モデル
の粒子速度 ci (i = 1, 2, 3, . . . , 15) は以下のように与えら
れる．

[c1, c2, c3, c4, c5, c6, c7, c8, c9, c10, c11, c12, c13, c14, c15] = 0 1 0 −1 0 0 0 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

0 0 1 0 −1 0 0 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
0 0 0 0 0 1 −1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

 . (1)

　保存型拡散界面モデルとして C-H方程式を用いてい
る Inamuroらの手法 (1) とは，局所平衡分布関数 f eqi を
用いて二相を識別する order parameter ϕを求める部分
および ϕの値と ρの対応関係の部分が異なるが，それ以
外の計算過程は共通である．時刻 tにおける格子点 x上
の ϕの時間発展式は以下のようになる．

ϕ(x, t+∆t) =

15∑
i=1

{f eqi (x− ci∆x, t)

+AEi [ϕ(x, t)− ϕ(x− ci∆x, t)]}, (2)

ここで，∆tは時間刻み幅（仮想粒子が隣の格子点まで移
動する時間）であり，Aはモビリティを決定するパラメー
タである．また，f eqi は次式で表される局所平衡分布関
数である．

f eqi = Eiϕ(1 + 3ciαuα) + 3EiciαnαMθ. (3)

上式において，

E1 = 2/9, E2 = E3 = E4 = · · · = E7 = 1/9,

E8 = E9 = E10 = · · · = E15 = 1/72, (4)

nα =
∂ϕ

∂xα

/√(
∂ϕ

∂xγ

)2

, (5)

θ =
1− 4ϕ2

W
, (6)

M =
1

6
(1−A)∆x, (7)

ここで，α, β, γ = x, y, z (総和規約に従う)であり，W は
界面厚さを決めるパラメータ，M はモビリティと呼ばれ
る拡散係数に相当するパラメータである．また，各相の
密度 ρは次のように決定する．

ρ =


ρG, ϕ = ϕmin,

ϕ− ϕmin

ϕmax − ϕmin
(ρL − ρG) + ρG, ϕmin < ϕ < ϕmax,

ρL, ϕ = ϕmax,

(8)

ここで，ϕmax, ϕminは，それぞれ ϕの最大値，最小値で
ある．また，各相の粘性係数 µは，次式で与えられる．

µ =
ϕ− ϕmin

ϕmax − ϕmin
(µL − µG) + µG. (9)

　次に，圧力 pを求める手順について説明する．圧力の
計算に関しては，数回の反復計算を行うことでより数値
安定性を高めている．この反復計算を行うことで音速を
上昇させ，非圧縮性からの誤差を抑える．以下に圧力の
反復計算手順を示す．

(i) p0 = p(x, t)とする．

(ii) 反復 l 回目の圧力 plがわかっているものとし，それ
から反復 (l + 1)回目の圧力を次のように求める．

pl+1(x) = pl(x)

+
ω(x, t)

3

15∑
i=1

[geqi (x− ci∆x, t) + ∆Pi,l(x, t)] ,

(10)

ここで，∆Pi,l は密度の異なる二相流に対する圧力
の微分項であり，以下で与えられる．

∆Pi,l(x, t) =
3

2
Ei

[
1

ρ(x− ci∆x, t)
+

1

ρ(x, t)

]
× [pl(x− ci∆x)− pl(x)] . (11)

この反復を n 回まで繰り返す．

(iii) p(x, t+∆t) = pn(x)として時刻 t+∆tにおける圧
力を求める．

なお，式 (10)における ωは音速を調整するパラメータで
あり，次式で与えられる．

ω(x, t) =
ρ(x, t)− ρG
ρL − ρG

(ωmax − ρG) + ρG, (12)

ここで，ωmaxは ρG ≤ ωmax ≤ ρLを満たす定数である．
また，局所平衡分布関数 geqi は，次式で与えられる．

geqi = Ei

[
3uαciα − 3

2
uαuα +

9

2
uαuβciαciβ

]
. (13)

　流速 uは式 (13)を用いて，以下に示す時間発展式によ
り求める．

u(x, t+∆t) =

15∑
i=1

ci {geqi (x− ci∆x, t) + ∆Pi(x, t+∆t)

+3Au(x, t)Eici · [u(x, t)−u(x−ci∆x, t)]

+3EiciαVα(x, t)}

− 1

6
(1−Au(x, t))λ(∆x)

4∇2
(
∇2u(x, t)

)
+

1

ρ(x, t)
Fsv(x, t)∆x, (14)

ここで，式 (14)の∆Pi は式 (11)において l = nとした
ものである．また，Vα は次式より求められる．

Vα =
1

ρ

∂µ

∂xβ

(
∂uβ
∂xα

+
∂uα
∂xβ

)
∆x, (15)

さらに，Auは動粘度を調整するパラメータであり，次式
により求まる．

ν(x, t) =
1

6

(
1−Au(x, t)

)
∆x. (16)

式 (14)の λは計算の安定性に関わるパラメータであり，
λ = O(1)である．また，Fsv は，CSFモデル (7)から導
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Fig. 2: Computational domain and definition of vari-
ables.

かれる界面張力 σに関する体積力であり，次式で与えら
れる．

Fsv = σχ(x, t)
∇ρ(x, t)

∆ρ

ρ(x, t)

⟨ρ⟩
, (17)

ここで，∆ρ = ρL − ρG，⟨ρ⟩ = (ρL + ρG)/2である．ま
た，χは曲率を表しており，次式により求まる．

χ(x, t) = −∇ · n(x, t), (18)

ここで，式 (18)におけるnは法線方向の単位ベクトルで
あり，次式で表される．

n(x, t) =
∇ρ(x, t)
|∇ρ(x, t)|

. (19)

式 (5), (14), (15), および (19)における微分は，以下の差
分近似を用いる．

∂ψ

∂xα
≈ 1

10∆x

15∑
i=2

ciαψ(x+ ci∆x), (20)

∇2ψ ≈ 1

5(∆x)2

[
15∑
i=2

ψ(x+ ci∆x)− 14ψ(x)

]
. (21)

3. 数値計算例

改良二相系 LBMにC-A-C方程式を導入した蓬莱の計
算手法 (5)を用いて，静止系・動的な系の計算をそれぞれ
行い，本手法の長所・短所を改めて明らかにする．

3.1 静止液滴
静止系の数値計算例として，単一静止液滴の計算を行

い，液滴直径の時間変化を観察することで，本手法の質
量保存性を検証する．
　計算条件として，Fig. 2に示すような一辺Lの立方体計
算領域内に，直径Dの液滴を領域中心に配置する．境界条
件は，領域の全面に周期境界条件を適用した．本計算では，
L = 96∆x，液相密度 ρL = 800，気相密度 ρG = 1，液相
粘度 µL = 8.0×10−1∆x，気相粘度 µG = 1.6×10−2∆x，

Fig. 3: Time variations of the diameter of droplets.

Fig. 4: Computational domain and definition of vari-
ables.

界面張力 σ = 4.0× 10−1∆xとし，液滴直径Dを 40∆x，
20∆x，10∆x の 3 パターンについて計算を行った．ま
た，M = (1/60)∆x，W = 4，n = 2，ωmax = ρL/2，
λ = 1とし，order parameter ϕの上限下限をそれぞれ
ϕmax = 0.5，ϕmin = −0.5とした．σは∆t ≤ t ≤ 100∆t
にかけて線形的に印加し，t = 30000∆tまでの液滴直径
の時間変化を観測した．
　液滴の直径の時間変化の様子を Fig. 3に示す．Fig. 3よ
り，いずれの大きさの液滴においても長時間直径が保た
れていることがわかる．t = 30000∆tにおける，設定直径
に対する液滴直径維持率 [%]はそれぞれ，D = 40∆xの
とき 99.6%，20∆xで 99.1%，10∆xで 97.6%であった．
　以上の結果より，本手法の静止系の計算における質量
保存性の高さが確認された．

3.2 液滴二体衝突

動的な系の数値計算例として，二体液滴の衝突計算を
行い，液滴の挙動を観察することで，本手法による計算
の課題を明らかにする．
　 Fig. 4に示す Lx × Ly × Lz の計算領域内に，直径が
Dの 2つの液滴をD/4だけ離して配置し，相対衝突速さ
V で正面衝突させる．境界条件は，領域の全面に周期境
界条件を適用した．この系の支配パラメータは，液相と
気相の密度比（ρL/ρG），液相と気相の粘度比（µL/µG），
液相基準のウェーバー数We = ρLDV

2/σ，および液相
基準のキャピラリー数 Ca = µLV/σ である．本計算で
は，ρL/ρG = 941.6，µL/µG = 333.3，We = 100，およ
びCa = 0.5とした．ここで，計算領域はLx×Ly×Lz =
5D×3D×3Dであり，その他のパラメータをD = 40∆x，
V = 1.0 × 10−2，ρL = 941.6，ρG = 1，µL = 1.88∆x，
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Fig. 5: Time evolutions of the droplet shape (left) and
the order parameter ϕ profile on y = Ly/2 (right) for
We = 100 and Ca = 0.5 (t∗ = tV/D).

Fig. 6: Velocity vectors and droplet shape on y = Ly/2
at t∗ = 10 for We = 100 and Ca = 0.5 (t∗ = tV/D).
The length of the vectors is normalized by the relative
speed V (inset).

µG = 5.65× 10−3∆x，σ = 3.77× 10−2∆xとした．
　液滴の挙動および中心断面における ϕの様子を Fig. 5
に示す．Fig. 5より，液滴が衝突し円盤状に広がった後，
収縮する際に液滴全体が x軸正の方向に伸長し，最終的
に領域に対して左右非対称な形状になることがわかる．
次に，t∗ = 10における中心断面の流れ場の様子を Fig. 6
に示す．Fig. 6より，流れ場の対称性も崩れていること
がわかる．
　以上の結果より，本手法の動的な系の計算では，非物
理的な挙動が見られることがわかった．

4. 非物理的挙動に対する対策

3.2節より，液滴二体衝突計算では，左右の対称性が崩
れるなど，非物理的挙動が見られることがわかった．そ
こで，3パターンのアプローチによって，この非物理的
挙動の抑制を試みた．

4.1 微小液滴・気泡に対する補正

液滴二体衝突計算における非物理的な挙動の原因とし
て，蓬莱ら (4, 5)は，液滴衝突時に生じる数値計算上の丸
め誤差の蓄積を挙げている．そこで，微小液滴・気泡を
補正することで非物理的挙動を抑制することを考えた．

Fig. 7: A schematic illustration of how to remove small
bubbles (or droplets).

Fig. 8: Time evolutions of the droplet shape (left) and
the order parameter ϕ profile on y = Ly/2 for We =
100, Ca = 0.5 and α = 0.3 (t∗ = tV/D).

4.1.1 対策方法
　補正すべき微小液滴・気泡を周辺の相と同一化するこ
とで消滅させ，非物理的挙動の抑制を試みた．補正に際
し，液滴衝突時に液滴間に生じる微小気泡の直径を測定
したところ，約 3∆x～4∆x相当であることがわかった．
よって，直径 4∆x以下の微小液滴・気泡を補正対象とし
た．
　次に，微小気泡部の ϕを測定したところ，気相相当の
ϕ =ϕmin には達しておらず，完全な気相ではないことが
わかった．そこで，新たに微小液滴・気泡判別用パラメー
タ α < 1を定義し，ϕmax (or ϕmin) ×αを基準値として，
局所的に ϕが基準値に達していない部分を微小液滴・気
泡と判別することとした．
　補正の方法を，簡単のため 2 次元的に表したものを
Fig. 7に示す．まず直径 4∆x程度の液滴・気泡への対策
として，6×6×6の格子点を想定し，中心部の 2×2×2の
格子点がいずれも 6× 6× 6の格子点の外壁面上の相の基
準値を下回る（上回る）ならば，中心部の 4× 4× 4の格
子点を全て外壁面の相と同一化する．これは，直交格子
上に存在する球状の液滴・気泡の外部と内部の条件より，
球全体を補正するための方法である．例えば，6× 6× 6
の格子点の外壁面上の ϕが全て ϕmax 付近（液相）であ
り，中心部の 2×2×2の格子点がいずれも ϕ ≤ ϕmax×α
を満たす（微小気泡）とき，中心部の 4× 4× 4の格子点
の ϕを ϕ = ϕmax に補正する．同時に 3∆x以下の液滴・
気泡への対策として，5× 5× 5の格子点も想定し，同様
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に微小液滴・気泡の補正を行った．

4.1.2 計算結果および考察
　基準値を決定するパラメータ αを 0.3 ≤ α ≤ 0.4の範
囲で変化させ，補正を加えて 3.2節と同様の計算を行っ
た．計算結果の一例として，α = 0.3の時の中心断面に
おける ϕの様子を Fig. 8に示す．Fig. 8と Fig. 5を比較
すると，補正により液滴衝突時（t∗ = 1.5）に生じる微小
気泡をいくつか消滅させることができたが，依然として
微小気泡は残っており，対称性の瓦解もあまり改善が見
られないことがわかった．他の αの結果においても，同
様に多少の微小液滴・気泡消滅を確認したが，非物理的
挙動の改善には至っておらず，また，αの値の大小によ
る結果の変化にも法則性は見られなかった．
　以上の結果より，微小液滴・気泡の完全な消滅は今回
の方法では困難であり，また，補正を加えても非物理的
挙動も抑制されないことがわかった．

4.2 反拡散項に対する検討
C-A-C方程式では，拡散成分と反拡散成分の人工的な

バランスにより，系全体および気液各相の質量保存性が
保たれている (2)．そこで，拡散成分と反拡散成分のバラ
ンスについて再度検討を行うことにより，非物理的挙動
の抑制を試みた．

4.2.1 対策方法
　C-A-C方程式で ϕが満たすべき方程式は，以下のよう
な移流拡散方程式である．

Sh
∂ϕ

∂t
+

∂

∂xα
(ϕuα) = −∂Jα

∂xα
, (22)

ここで，Shはストローハル数であり，Jα は以下の式で
表される ϕの流束である．

Jα = −M
(
1− 1

|∇ϕ|
1− 4ϕ2

W

)
∂ϕ

∂xα
. (23)

式（23）の括弧内第一項が拡散成分，第二項が反拡散成
分にあたる．今回，この拡散・反拡散間のバランスにつ
いて検討するため，定数パラメータCantiを定義し，ϕの
流束を新たに，

J
′

α = −M
(
1− 1

Canti|∇ϕ|
1− 4ϕ2

W

)
∂ϕ

∂xα
, (24)

として，いくつかのCantiについて 3.2節と同様の計算を
行った．

4.2.2 計算結果および考察
　Cantiを 0.5 ≤ Canti ≤ 5.0の範囲で変化させ計算を行っ
た．計算結果の例としてCanti = 2.0および 0.75の結果を
Fig. 9に示す．Fig. 9とFig. 5を比較すると，Canti = 2.0
では左右の対称性は大きく崩れたままであるが，Canti =
0.75では対称性がやや崩れている程度で，検討前よりも
非物理的挙動が抑制されていることがわかる．Canti = 0.5
では計算が安定せず，早い段階で計算が発散してしまっ
た．また，Canti = 5.0では拡散成分が支配的となり，液
滴の質量が大きく消失してしまった．
　以上の結果より，反拡散成分を増大させることにより，

Fig. 9: Time evolutions of the droplet shape (left) and
the order parameter ϕ profile on y = Ly/2 for We =
100 and Ca = 0.5: (a) Canti = 2.0; (b) Canti = 0.75
(t∗ = tV/D).

非物理的挙動がいくらか抑制されることがわかった．し
かし，数値安定性の問題から，設定できる Canti の範囲
には制限があることもわかった．

4.3 空間解像度の向上

4.1節でも述べたように，非物理的挙動の原因として，
精度よく計算できない大きさの微小液滴・気泡の維持が
挙げられる (4, 5)．そこで，空間解像度を向上させること
により，液滴衝突時に生じる微小液滴・気泡の計算精度
を向上させ，非物理的挙動の抑制を試みた．

4.3.1 対策方法
　空間解像度を 1.5倍に向上させ計算を行った．計算条
件として液滴直径をD = 60∆xに変更し，計算安定性の
ために相対速度を V = 1.0 × 10−2/1.52 に変更した．そ
れに伴い，液相粘度，気相粘度および界面張力をそれぞ
れ µL = 1.26∆x，µG = 3.77 × 10−3，σ = 1.11 × 10−2

とした．その他のパラメータおよび計算条件は 3.2節と
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Fig. 10: Time evolutions of the droplet shape (left) and
the order parameter ϕ profile on y = Ly/2 (right) for
We = 100 and Ca = 0.5 (t∗ = tV/D).

同様とした．

4.3.2 計算結果および考察
　計算結果を Fig. 10に示す．Fig. 10と Fig. 5を比較す
ると，空間解像度の向上により，非物理的挙動がいくら
か抑制されていることがわかる．しかし，対策方法でも
述べたように，空間解像度を向上させた計算では，計算
安定性のために液滴速度を減少させる必要があり，より
多くの計算資源を必要とする．そのため，非物理的挙動
の完全な解決や実用化という観点からは，まだ課題が多
いことが現状である．

5. 結言

保存型 Allen–Cahn方程式を導入した改良二相系格子
ボルツマン法 (5)を用いて数値計算を行った結果，以下の
ことがわかった．

・単一静止液滴の計算では，どの大きさの液滴におい
ても直径が長時間維持され，本手法の高い質量保存
性が示された．

・液滴二体衝突の計算では，左右の対称性が崩れるな
ど，非物理的な挙動が発生するため，実用化に向け
ては改良が必要である．

　液滴二体衝突の計算で発生する非物理的挙動の抑制の
ため，3パターンのアプローチにより課題解決を試み，以
下の結論が得られた．

・微小液滴・気泡に対する補正を行うことで課題解決
を試みたが，微小液滴・気泡の完全な消滅には至ら
ず，非物理的挙動も抑制されなかった．

・C-A-C方程式の拡散成分と反拡散成分のバランスに
ついて検討を行ったところ，反拡散成分を増大させ
ることで非物理的挙動がある程度抑制された．

・空間解像度を向上させて計算を行ったところ，非物
理的挙動はやや抑制されたが，計算安定性の観点か
ら，更なる解像度の向上や実用化に向けては，計算
資源の課題がある．
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