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１ 格子ボルツマン法（LBM） 

1.1 概要 

格子ボルツマン法（Lattice Boltzmann Method, LBM）[1][2]は，統計力学に基づく数値流

体シミュレーション法であり，連続体である流体をメゾスケールの仮想的な粒子の集合体と

仮定し，粒子が繰り返す衝突と並進を通してマクロスケールでの流動現象を創発的に再現す

る．格子気体セルオートマトン法[3]から発展した本手法は，非圧縮性流れ解析の並列計算に

よる効率良い高速化，複雑な形状を有する固体表面の境界条件の容易な実施，粒子間相互作

用による多相流体界面の自己組織的な再現，等の利点を持ち，多様な時間・空間スケールで

起こる複数の現象が互いに影響し合う複雑な系のモデル化と効率的な計算に適している

[4][5]．多相流体流れに関して，LBM では，Volume of Fluid（VOF）法[6]や Level Set 法[7]

など Navier-Stokes 方程式に基づく従来の界面追跡法[8]と異なり，微視的な粒子運動の結果，

表面張力が CSF モデル[9]を用いずに圧力場に反映され，Donor-Accepter, TVD，MARS, CIP

等のアルゴリズムを利用した界面の輸送計算なしに多相流体の移動と変形を捕らえることが

できる[5]．以上の特徴から，LBM は，気泡や液滴の合体や分裂のような界面の大変形が繰り

返し伴う混相流現象の数値解析に適した手法と考えられる． 

LBM は，希薄気体流れの解析[10]に類似して，等方的で有限な離散速度 ae ( aは速度の種類

を示す) と単位質量を持つ粒子の数密度（実数値）の速度分布 af の集合を主要変数として扱

い，巨視的な流れ場の支配方程式の代わりに，関数 af の時間発展を記述する格子ボルツマン

方程式（LBE）を用いる．単相流体モデルの標準的な LBE は，次の形式で書かれる． 

( )[ ]tfff
t
f eq

aaaa
a ,1 xe −−=∇⋅+

∂
∂

τ
      (1) 

右辺の項は，座標 x上の時刻 tにおける速度分布 af が緩和時間τ の後に瞬時局所の平衡状態
eq

af に達するという BGK（Bhatnagar-Gross-Krook）近似[11]に基づく衝突演算子であり，衝

突時の質量や運動量等の局所的な保存を簡潔に満たす．上式を解く際には，Lagrange 的な離

散化スキーム以外に，他の Euler 型計算法と同様，任意の形状の格子で空間を離散化し，各

種の有限差分・有限体積スキームも利用できる[1]．流速，圧力，温度等の巨視的変数は， af
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または eq
af の粒子速度モーメントの和から定義され，低 Mach 数の条件で Maxwell 分布を

Taylor 展開して得られる平衡分布関数を採用する場合，非圧縮性流体の Navier-Stokes 方程

式が S展開[10][12]または Chapman-Enskog 展開[1][2]により式(1)から導出される． 

 

1.2 多相流体のモデル化 

LBM の多相流体モデル[1]は，局所の粒子数密度とその勾配に応じて非等方な粒子間相互作

用を粒子運動に導入することにより，非均一な粒子数密度分布を流れ場に発生させる．そこ

では，各相が数密度の異なる流体領域に相当し，相の間にある界面は，流体の物性が粒子密

度とともに数格子点に渡って連続的かつ急激に変化する空間として現われる．相互作用によ

る粒子速度分布の変化の与え方は，BGK 衝突とは別の項を式(1)に追加する形式と，平衡分布

関数に非等方なテンソルを加えて BGK 衝突を計算する形式に大別される．前者の形式に従う

初期のモデル[13]は，各相を代表する成分の粒子に対する複数の分布関数と LBE を取り扱い，

局所的な全粒子の質量と運動量を保存しながら各成分の運動量と数密度勾配の方向を一致さ

せるように粒子を各速度方向に再配分する．この操作は，異種粒子間に斥力を加えることに

相当し，同成分粒子の集合に伴う相分離と界面形状の維持をもたらす．その後発展してきた

一連の自由エネルギーモデル[14]-[21]は，van der Waals-Cahn-Hilliard 理論に基づき，表

面張力を界面での粒子密度勾配に起因するエネルギー寄与により定義し，熱力学に適合した

二相流体の共存を模擬できる．本モデルでは，系の自由エネルギーを最小にするように相分

離が臨界点以下の温度で自発的に発生し，初期モデルにはない物理的合理性が粒子間相互作

用に与えられている．LBM と同様に自由エネルギーを利用する数値解法で，Navier-Stokes 方

程式を直接解くものは，Phase-Field Model[22]，Second Gradient Method[23]等と呼ばれる． 

 

２ 二相流体格子ボルツマンモデル 

2.1 自由エネルギー理論 

 LBM の二相流モデルの一つである Binary Fluid Model[15](BFM)は，A・B 二成分の粒子で

構成される流体を想定し，各相を二成分の粒子数密度 An ， Bn の一方が相対的に多い領域とし
て識別する．その二相の共存は，van-der-Waals-Cahn-Hilliard 理論に基づき，自由エネル

ギーΨを用いて統計熱力学的に再現される．Ψの最も簡潔なモデルは次の形式で表される． 
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右辺第 1項のψ は, 単位体積あたりの流体の自由エネルギーであり，BFM では，次式[15]， 
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で与えられる．nおよび n∆ は成分 A, B の粒子密度の和 BA nn + と差 BA nn − ，Tは系の温度（一
定）， CT は臨界温度である．一方，右辺第 2 項は，界面における密度勾配に起因するエネル

ギー増分に相当し，比例定数κ は表面張力と界面の厚さに関係している．A-B 二成分の混合

流体は， CT より低い温度TにおいてΨが最小になるように二相に自動的に分離する． 

流れ場の圧力テンソル αβP および化学ポテンシャル差 µ∆ は，上式(2)と(3)から導出される． 
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下付添字のギリシャ文字はデカルト座標系の指標を示す．表面張力σは，平坦な界面に対す

る Bukker の式と式(4)を用いると次式で与えられる． 

∫
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x
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ここで， x軸は界面の法線方向に沿う． ( )xn∆ は，ある正の値 0n∆ から負の値 0n∆− まで界面近
傍の二相中で数格子点に渡って連続的に変化し，化学ポテンシャルに関する平衡条件， 

( ) constantTnn =∆∆ κµ ,,,            (7) 

を満たす．尚，臨界温度 CT は，温度T，平均密度 0n および 0n∆ と次の関係を持つ． 

( ) 0,, 00 =∆∆ Tnnµ ,  ( ) 0=∆∇ nfor .         (8) 

Fig.1 は，式(7)より得られる平坦な界面の厚さ形状 ( )xn∆ の理論解を示す．図のように，

界面は密度変数 n∆ の連続的な遷移領域に相当し，その幅は係数κの値とともに増加する．後
述のシミュレーションでは，Fig.1 と同じ CT =0.533, T =0.5, 0n =1， 0n∆ =0.42 およびκ =0.01

を用いた結果，単位長さの空間格子で離散化された流れ場において界面は 2～3格子点分の幅

で現われる．Table 1 は，κの値に対する n∆ の最大勾配，式(5)の積分値，および表面張力σ
を示す．κ (界面厚さ)の増加につれて積分値と勾配は減少するが，σ は増加する傾向にある． 

 

2.2 Binary Fluid Model 

LBM で近年開発されてきた一連の二相流体モデル[14]-[21]は，上述の自由エネルギー理論

に基づく自律的相分離を，界面の複雑な変形を伴う流体の挙動と同時に再現する．ここでは，

それらの中で代表的な，Swift らが提案した Binary Fluid Model[15](BFM)の概要を述べる．  

BFM では，巨視的な変数である密度 n , n∆ および流速uが，粒子速度 ae に対する速度分布関
数 af および ag を用いて次のように定義される(a :速度ベクトルの識別子, eq :平衡状態)． 
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Table 1 Surface tension σ  for κ . 

Fig.1 Example of n∆  across a flat interface. 

-4 -2 0 2 4
-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.01
0.02
0.03
0.06

Fu
nc

tio
n

x coordinate

T = 0.5
TC = 0.533

= 0.42
n = 1.0

0n∆

κ

x=0

B-rich

x

A-rich

Transient zone

x=0

B-rich

x

A-rich

Transient zone

7.50

5.37

4.38

3.10

0.125

0.179

0.219

0.310

0.2220.06

0.3170.03

0.3890.02

0.5500.01

7.50

5.37

4.38

3.10

0.125

0.179

0.219

0.310

0.2220.06

0.3170.03

0.3890.02

0.5500.01

nMax ∆∇. ∫
+∞

∞−
∆∇ dxn 2κ )10( 3−×σnMax ∆∇. ∫

+∞

∞−
∆∇ dxn 2κ )10( 3−×σ

0



日本流体力学会数値流体力学部門Web会誌        第 11巻 第 3号  2003年 8月 

©日本流体力学会 101

∑=∆
a a

eq
agn eu           (12) 

時刻tにデカルト座標 x上の関数 af および ag の時間発展は，以下のLBEによって記述される． 
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ここで式(13)の移流項では，界面の拡散を抑えられるよう関数 ag が eq
ag に置き換えられている

[17]．上式右辺の BGK 近似の衝突項において，τ1および τ2は平衡緩和時間であり，巨視的

な輸送係数に関係する．また，瞬時局所の平衡分布関数 eq
af および

eq
ag には，式(4)および式(5)

が次の式を通して組み込まれる．式(16)中の係数Γは易動度である． 
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BFM は，次のような，等温場における質量密度比 1の二相流体運動の支配方程式をもたらす． 
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連続の式(17)と運動方程式(18)は LBE(13)より導出され，界面形状を表す n∆ の移流拡散方程

式(19)はもう一方の LBE(14)から得られる．式(17)の動粘性係数νは次式で表される[16]． 

14
1τν = (2 次元)  , 13

2τν = (3 次元)              (20), (21) 

式(19)右辺の項Cは，化学ポテンシャル差 µ∆ (5)による流束を含むが，平衡状態では消える． 

後述のシミュレーションでは，式(13)と(14) を解く際，数値安定性の向上が容易な有限差

分型 LBM[24]に基づき，2次精度 Runge-Kutta と 3 次精度風上差分スキームを用いた[17]． 

 

2.3 表面張力の検証 

Fig.2 は，2次元の平衡静止液中に浮かぶ液滴内外の圧力差 P∆ に関する，BFM による計算結
果を示す．本計算では界面の代表位置を n∆ =0 の等高面と仮定し，外部の圧力を TnP 00 = =0.5

とした．尚，以降のシミュレーションでは，式(4)と(5)に共通する係数κをそれぞれ独立な 1κ

と 2κ に置き換え，表面張力σ と界面厚さを従来より柔軟に決定した[17]．この方法では， 2κ ，

CT ，T， 0n ， 0n∆ の値を最初に与えて，式(7)から求めた n∆ を式(6)に代入し，所定のσの値

から 1κ の値が決められる．図に示されるように，BFM は，半径Rと係数 2κ ( µ∆ 式(5)のκに該

当)の各値に対して，Laplace 則 RP /σ=∆ からの予測値(実線)と良く一致する圧力増加を与

えている. 
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Fig.2 Pressure jump for single two-dimensional drops with various radii R.
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３ LBM を用いた液滴挙動数値シミュレーション 

 著者らはこれまで重力下における二相流数値解析への LBM の適用の妥当性を確認してきた

[16]が，以下では解析例として，BFM を用いて行った，非混和二成分系二相流体のせん断流

中における液滴の変形・分裂挙動の結果[17]を紹介する． 

 

3.1  計算対象と初期・境界条件 

対象の流れ場(Fig.3)は，幅Hで離れた 2枚の平行平板に挟まれ，x, y 方向に関して長さ L x
および L y の空間周期性を持つ. 平板は，一定速度 WU で相互に逆方向へ水平移動し，ひずみ
速度γ& = HUW /2 のせん断流を発生させる．初期条件では，幅 x∆ = y∆ = z∆ =1 で一様に離散化さ

れた計算領域中央に，直径 Dd =16 の円形または球形の液滴が同じ質量密度と粘性を持つ液相

中に浮遊している．平板上の格子点には，関数 af と ag に対して外挿法の境界条件[25]が適用

される．シミュレーションは，Reynolds 数 Reおよび Capillary 数Caを変えて実施された． 

   
ν
γ&2

2






= DdRe ,  

σ
νγ

2
&DdCa =         (22), (23) 

3.2 液滴の変形の測定 

 最初に，BFM の妥当性を検証するため，液滴の変形および分裂に関する結果を微小変形の

理論解[25]および VOF 法による数値解[26]と比較した．定常状態の液滴の変形量を，Fig.4
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Fig.3  Flow field schematics in two and three dimensions 
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に示される Taylor Deformation Parameter ( ) ( )BLBLD +−= / および Orientation Angleθを用

いて測定する．初期状態では，H =128, L x=64, L y=32 の領域内で液滴と連続相は静止して

おり，平板が突然移動し始めることにより，時間依存のせん断速度場が形成される．Reynolds

数は，2次元，3次元においてそれぞれ 0.333, 0.0625 に固定し，Caのみを変化させた． 

Fig.5 および Fig.6 に，液滴の変形パラメータDおよびθの計算結果を従来の数値解および理論

解とともに示す．Dに関しては，3次元の結果はCaに対する増加傾向の点で理論解および VOF 法

の解と一致した．一方，角度θに関する BFM の 3 次元の結果は，VOF 法による数値解と良く一致し

ており，Caの増加とともに変形がより進むと理論値から離れる傾向が現われている． 

3.3 液滴の分裂 

 次に，上述と同じ直径の液滴の分裂に関するシミュレーションをH = L x=64, L y=32 の 3 次元

の計算領域内で実施した．ただし，初期条件では，連続液相側にせん断速度分布が既に形成

されている．Fig.7 は，Ca =0.3 および Re =0.1，0.5，0.6 における，液滴の中心を通る y=16

の x-z 断面での界面形状と流速分布の結果を示す．Reynolds 数の増加に伴い，液滴はより大

きく変形していくが分裂せずに定常状態に達する．一方，Fig.8 に示されるRe =0.75 の場合

は，液滴の形状は楕円体からダンベル形状へ変化し，分裂が生じている．Fig.9 には，各 Re・

Caにおける液滴の分裂あり・なしの結果がそれぞれ記号□，×で示されている．鎖線は，VOF

法の結果から予測される分裂の臨界条件を表し，この線より下のCa・ Reでは分裂は発生し

ていない．Ca =0.3 における LBM と VOF 法との Taylor Deformation ParameterDの比較表か
らもわかるように，LBM-BFM の結果は VOF 法による予測と一致し，LBM が変形だけでなく，続

いて生じる分裂も VOF 法とほぼ同じ精度で予測できることが確認される． 
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3.4 変形・分裂に対する液滴間相互作用 

最後に，変形と分裂に対する液滴間相互作用を調べるため，液滴の数密度と初期位置を前

節から変化させて，Ca =0.3 およびRe =1.0 の条件（3.3 節の流れ場では分裂が生じ得る値）

でシミュレーションを実施した．計算領域と液滴径 dDは前節の場合と同じであるが，計算領

域には 2つの液滴を浮かべて液滴数密度を前節の倍とした．計算結果では，Fig.10 に示され

るように，2つの球形状の液滴が流路中間のx-y平面上に初期配置されるCase(a)においては，

分裂は起こらず楕円体状の界面が定常状態で現れた．それに対して，流路の中間 x-y 平面か

 

Fig.7 Steady-state interfacial profiles and flow velocities on a x-z cross section

through the center of the drop at Ca =0.3 

(a) Re =0.1 (b) Re =0.5 (c) Re =0.6 

Fig.8 Snapshots of 3D drop for Ca =0.3 and Re =0.75 at HUtt W /2* ×= .

(b) t*=105.7 (c) t*=109.9 

Fig.9 Diagram of drop breakup in terms of the capillary and Reynolds numbers. 
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ら距離 Dd 離れた異なる高さに配置された液滴は，すれ違って移動しながら無次元時間

t*=35.16 以降に 2つに分裂した（同図 Case(b)）．以上の結果は，多数の液滴の変形・分裂が，

せん断の強さ，粘性，表面張力，液滴の数密度（空間の周期性）だけでなくそれらの初期位

置にも依存することを示唆しており，様々な工学分野で利用される微細な気泡や液滴の効率

的な生成には，せん断方向に対する液滴の相対位置の制御が必要であることが推測できる． 

 

４ おわりに 

LBM では，上記で述べた Binary Fluid Model による計算の他に，自由エネルギー理論に基

づく二相流体モデルの開発と各種計算スキームの適用が現在も国内外で進められており，数

値解析への LBM の実用は今後一層進むと考えられる[27]．Chen ら[5]は，LBE の離散化に人工

的な圧縮性を加味した TVD/AC スキームを用いることで，質量密度比 100 までの計算で数値拡

散を抑えて高精度に安定して界面を捕らえることができることを示した．一方，稲室らによ

るモデル[19]は，圧力場を Projection 法により Poisson 方程式から求めるため別の分布関数

と LBE を導入した結果，水-空気のようなより高い密度比の計算を安定に実行することが可能

であり，実験結果に合致した単一気泡の上昇運動や管内二相流動様式の遷移を再現している．

また，瀬田らが開発した熱流体モデル[20][21]については，熱の移動を伴う気泡の上昇運動

とプール沸騰の計算結果においてその適用可能性が示された．以上のように，格子ボルツマ

ン法は，相変化を伴う界面の複雑な挙動を有する気液二相流動の解析とマルチスケールでの

熱物質輸送メカニズムの理解に役立つ手法として更なる発展が期待されている． 
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