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１ 序論 

 近年のコンピュータの発達に伴って, 熱流体工学の分野では分子動力学法を用いた大規模数値

計算が注目されてきている[1][2]. 本解説では分子動力学法の一般的な数値計算法と最近の熱流体

工学分野における適用例について述べる. 第 1 部, 第 2 部を通して基本的な分子動力学法(全エネ

ルギ一定のシミュレーション)の手順を解説した. しかし実際には温度や圧力が一定の系でのシ

ミュレーションのほうが便利である場合や, また輸送物性などの計算では熱や運動量のFluxのあ

る系のシミュレーションを行いたい場合もある. よってこの第 3 部では系の温度や圧力を制御し

ながら計算する方法や, 系に仮想的な外力を与えて物理量の流束を発生させ, この計算系から熱

物性を求める方法について解説を行う. また系の平衡状態の分子挙動から応答関数により各輸送

物性を求める方法についても解説を行う.  

 

2 温度一定の分子動力学法 
 温度T の熱平衡状態を実現する系の定式化はNoseによって行われた. ここではその概略を示す. 

詳しくは文献[3,4]を参照されたい. N 個の粒子(質量m )からなる系(現実系)のハミルトニアン

は分子 iの位置を ir (系全体の分子配置を r ), 運動量を ip , 分子間ポテンシャルをφとして 

( )rp φ+∑=
=

N

i

i
o m

H
1

2

2
                                                   (1) 

と表せる. これに対し温度のT の熱浴と相互作用のある仮想的な系のハミルトニアンを 
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と定義する. ここで sは系に作用する外力の自由度を表しており, sP はその正準共役運動量, Q
はその仮想的な質量を表している. また Bk はボルツマン定数である. 現実系の変数 ( )t,, rp ( t : 
時間)と仮想系の変数 ( )',',' trp の間には 
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の関係があるとする. 式(2)の右辺第 3 項と第 4 項は温度T の熱浴と相互作用を表している. この

仮想系のハミルトニアンから現実系の運動方程式を求め, それを数値積分することにより温度一

定の分子動力学シミュレーションを行うことができる. ここでは結果のみを示す. 導出の詳細に

ついては文献[3,4]を参照されたい.  
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式(5,6)のζ は抵抗係数であり, 系の温度を表す並進エネルギの平均値 ∑
=

N
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と目標温度での

並進エネルギの平均値 TkB2
3

の大小によって増減する. 0=
dt
dζ

のとき温度T の熱平衡状態が実

現する.  

  

3  圧力一定の分子動力学法 

 圧力Pの力学的平衡状態を実現するアルゴリズムは大きく分けて 3 つの方法がある. これらの

詳細は文献[4]に詳しい. ここではその概略と基礎式を述べるにとどめる. 基礎式の詳細な導出法

は文献[4]を参照されたい.  

 第 1 の方法は, 系がある外圧Pの容器 ( )3lV = に封入されている系を考え, その系のハミルトニ

アンから運動方程式を導出するものである. この方法では分子の運動方程式とともに系の体積

(長さ)の時間発展方程式を解く必要がある. この方程式系では分子の圧力が目標の圧力に達した

とき系の体積(長さ)の時間変化がなくなり, 圧力の Pの力学的平衡状態が実現する. 以下にその

方程式群を示す. ここでM は仮想質量であり, Πは温度一定の分子動力学法の抵抗係数ζ に対

応している.  
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 第 2 のアルゴリズムは, 系の圧力の瞬時値が一定値となるように系の運動方程式に付加項を加

えるものである. ここにその方程式群を示す.  

( ) ii
i m

rprpr ,χ+=& ,    ( ) iii pprFp ,χ−=& ,    ( )pr,3 χVV =&                   (8) 

( )pr,χ は圧力を一定にするためのパラメータで以下の式で表される.  
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ここで ( )ijw r は分子間に働くビリアルを表している.  

第 3 のアルゴリズムでは系の圧力が目標の圧力との差に応じて緩和するとして系の長さ(座標)

を調節する. その緩和時間を Pt として以下の式により分子の座標 ir をスケーリングする.  

rr 3/1' χ= ,    ( )sim
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T PP
t
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−
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−= βχ 1                                       (10) 

ここで simP は系の圧力, Pは目標圧力, Tβ は等温圧縮率, t∆ は時間ステップである.  

 

4 平衡分子動力学法による輸送物性の計算法 

平衡分子動力学法(Equilibrium Molecular Dynamics, EMD)における輸送物性の計算は平衡状態

おいて生じる物理量のゆらぎの減衰を計算することにより時間相関関数を求め, その値から計算

する方法(Green-Kubo の方法)と, 物理量の時間的な変位を求め, その値から計算する方法

(Einstein の方法)に分類される. ここではその概略と各輸送物性の計算法について述べる.  

一般に流体のある輸送物性Kはそれに対応する力学量 ( )tQ とその Flux である ( )tQ& によって以

下のように記述される 
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式(11)の右辺の積分が ( )tQ& の時間相関関数であり, <>はアンサンブル平均を表す. 式(11)の第 2

式を用いるのが Einstein の方法であり, 第 3 式を用いるのが Green-Kubo の方法である. ここで

は各輸送物性に対する ( )tQ と ( )tQ& , またシミュレーションを行う際の注意点をまとめておく. 詳

しくは文献[6]を参照されたい.  

 

4.1  自己拡散係数 

 自己拡散係数Dに対応する力学量 ( )tQ と ( )tQ& は以下の式で表される.  

  ( ) ( ) ( ) ( )
m
tpvtQtxtQDK ix

ixi ==== &,,                                       (12) 

ここで ix は分子 iの ix 座標, ixp は分子 iの x方向運動量である. この計算において周期境界条件

によって分子の座標を変えてしまうと正しく平均 2 乗変位が計算できないので, 分子の座標は変

えずに力の計算の際にのみ周期境界条件を使って最も近い分子との力を計算するようにすればよ

い. またこの系は一様な平衡状態なので xを yや zに置き換えてもQやQ&は同じ値をとる. よっ

て式(12)の xを zy, に置き換えた値を計算してアンサンブル平均に加えるとサンプル数が多くな

り値のゆらぎが少なくなる 

4.2  粘性係数 

粘性係数µ に対応する力学量 ( )tQ と ( )tQ& は以下の式で表される.  
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ここで xyτ は xに垂直な面に働く y方向のせん断応力である. また ijyij Fx , はそれぞれ分子 jから

iへの距離の x座標, 力の y成分を表している. この式でも xと yを入れ替えた値を計算してアン

サンブル平均に加えるとデータのゆらぎが小さくなる.  

 

4.3  熱伝導率 

熱伝導率λに対応する力学量 ( )tQ と ( )tQ& は以下の式で表される.  
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ここで λJ は熱流束を表している. また ijφ は分子間のポテンシャルエネルギを表す. この式でも

xを zy, に置き換えた値を計算してアンサンブル平均に加えるとデータのゆらぎが小さくなる.  

 

5. 非平衡分子動力学法による輸送物性の計算法 

 非平衡分子動力学法(Nonequilibrium Molecular Dynamics method, NEMD)には広義には境界条

件として計算領域内に物理量(速度, 温度, etc)の勾配をつけて 非平衡状態を発生させ運動方程

式自体は EMD のものを使う方法と, 外場との相互作用のある仮想的な系の運動方程式を解くこと

により系の中に物理量の Flux を発生させる方法がある. 後者の方法を特に狭義の NEMD と呼んで

いる. ここでは紙面の都合上, 狭義の NEMD によって輸送物性を計算する方法について述べる.  

狭義の NEMD では上述のように物理量の Flux J を引き起こす仮想的な外力 F を運動方程式に組

み込んで系の計算を行うため, 計算している系はあくまで均質な平衡状態のものであることに注

意する必要がある. よってこの計算により得られる輸送物性は 0→F の極限でのみ物理的に意味

のある値を持つ. また境界条件も通常の周期境界条件を用いることができる. しかし Evans らに

よって開発された sllod algorithm による流体の粘性計算の手法だけは系に非平衡状態を発生さ

せて Flux を計算するため, 境界条件に特殊なアルゴリズムが必要な反面, どんな外力場でも得ら

れた粘性係数が正しいものとなることが証明されている. 以下に各輸送物性を計算する際に用い

る支配方程式と輸送係数の計算式を示す. また計算時の注意点についても若干の補足を加える. 

詳細については文献[7,8]を参照されたい. 

 

5.1 自己拡散係数 

NEMD によって自己拡散係数を求める手法は color  conductivity  algorithm と呼ばれる[9]. 

これは分子に電荷に類似した量 iq を持たせて外力との相互作用を計算するものである. ここで
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( )iiq 1−= である. 但しこの電荷による分子間の相互作用はない. この外力との相互作用を考慮

した運動方程式は以下のように表される.  
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となる. 式(16)の右辺第 2 項が外力との相互作用を, 式(17,18)の右辺第 2項は温度を一定にする

項である. この計算により得られた分子流束 cJ と外力 F による仕事 dP を用いて拡散係数Dは 
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5.2 粘性係数 

上述のように粘性係数の NEMD は計算系に速度勾配を与える点において他の NEMD と大きく異

なる. 今 x方向に y方向の速度勾配がついている系を考える. このときの系の運動方程式は y

方向速度の x方向勾配 ( )xuy ∂∂= /γ を用いて 
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ここで xuy γ= である. この運動方程式を数値積分して式(13)のせん断応力 xyτ のアンサンブル平

均を計算する. これにより粘性係数は 

 ηγ
ττ

−=
+

2
yxxy

                                                    (22) 

より求められる. またこの計算においては x方向の境界条件に注意する必要がある. この計算系

ではせん断により x方向の境界にずれが生じ, また平均速度にもずれが生じているためこのずれ

を考慮した周期境界条件を設定しなければならない. これを実現するには y方向の位置と速度を
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以下のようにすればよい[7,10].  

     llxuultlxyy yy γγ ×−=×−= )/int(,)/int(                                 (23) 

ここで lは計算領域の x方向長さ, ltγ はせん断による周期境界のずれを, lγ は速度差を表す.  

 

5.3 熱伝導率 

平衡状態の系の中に外力によって x方向に熱流束が発生している系を考える. 仮想的な外力

場 )0,0,( xF=F によって系の中に熱流束が誘起されるとすると, この系の運動方程式は 
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と表される. ここで式(25)の右辺第 5 項は系の温度を一定にするための項であり,  
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である. また第 4 項は系の運動量を一定にするための項である. また jkr , jkF はそれぞれ分子 k

から分子 jへの距離と力である. これにより分子動力学計算を行い, 式(14)の熱流束 λJ を計算す

る. 境界条件は通常の周期境界条件を用いる. これにより熱伝導率は  

T
JFx λλ =                                                                    (27) 

と求められる. 
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