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A weighted compact nonlinear scheme (WCNS) was applied to simulations of compressible mulitcomponent flows, 
and four different implementations (fully or quasi-conservative forms and conservative or primitive variables 
interpolations) are examined in order to investigate numerical errors generated due to each implementation. The results 
show that the different types of error in pressure are generated, when fully-conservative form or conservative variables 
interpolation is selected, while quasi-conservative form generally shows poor mass conservation property. The error 
due to fully-conservative form is generated only in initial flow fields, while the error due to conservative variables 
interpolation exists during the computations, which leads to significant spurious oscillations near interfaces. The error 
due to fully-conservative form can be reduced simply by smooth initial interface. The primitive variables interpolation 
is therefore considered to be the best choice for compressible mulitcomponent flows in the framework of WCNS, 
either with fully or quasi-conservative forms. The choice of fully or quasi-conservative forms depends on problems 
since there are advantages or disadvantages for each problem, such as good mass conservation property or spurious 
oscillations. 

 
１．緒言 

異なる気体の混合は様々な工学的問題で取り扱われ，衝撃波を

含む高速流体場での予測も重要である．我々はロケット噴流から

の音響波の解析を行っている 1-2が，ロケット噴流と周りの気体は

異なる気体種であり，これを考慮することで，どのように音響波

の特性が変わるかを数値解析で評価したいと考えている．そこで，

数値解析で評価する前段階として，本研究では，我々がこれまで

に改良してきた高次精度不連続捕獲差分法である Weighted 
Compact Nonlinear Scheme (WCNS)3-5を圧縮性多成分気体へ適用し

た際の特性を明らかにすることを目的とする． 
WCNSはWeighted Essentially Nonoscillatory Scheme (WENO)系6-7

のスキームであり，オリジナルの有限差分WENOに比べ，1)解像

度が高い 3,5，2)様々な流束評価法が使える 1，3)曲線座標系で一様

流保持ができる 8，といった利点があり，これらの多くは WCNS
が差分法でありながら変数補間が可能であることに起因する．(有
限差分WENOは流束を補間しなければならない．) 

これまでの多成分圧縮性流体の解法を大別すると，

Sharp-interface 法および Diffused-interface 法に分けられる．

Sharp-interface法では界面で混ざらない流体を仮定し， Level-set9-11

法や Front-tracking12-14 法などで界面を追跡して，各流体の方程式

をそれぞれ解くものである．界面での境界条件の与え方に，

Ghost-fluid method13,15やRiemann問題を解く方法14,16などが挙げら

れる．これらの解法では界面をシャープに扱える一方で，界面の

トポロジーが複雑になる場合には適用が難しい． 
 一方 Diffused-interface17-21 法は流体同士が混ざり合うことを許

容し，質量分率などを導入し，界面を特に意識しない．我々の最

終的な目標であるロケット噴流からの音響波の評価では流体同士

が混ざり合い，複雑な界面になることが予想されるため，本研究

では質量分率を導入したDiffused-interface法をWCNSで実現する． 
 Abgrall17は，質量分率を導入したDiffused-interface法を比熱比の

異なる物質の移送問題に適用し，完全保存系では数値振動が生じ

ることを示した．この問題は，界面で異なる気体種が混合した際

にエネルギー式と比熱比の評価によって圧力平衡が崩れることに

よる．Abgrall17はこの問題に対し，質量分率のみ(もしくはエネル

ギー式のみ 18)非保存系で解く準保存系を用いることで振動を消

せることを示している．さらに JohnsenとColonius19が，高次精度

へ拡張し，有限体積 WENO を用いた場合，準保存系でも保存変

数を特性量補間すると振動が生ずることを示している．彼らは，

有限体積 WENO において基本変数の特性量補間を行うことで，

数値振動を抑えられることを示した．このような振動は有限差分

WENOでも生ずるようである 19．しかし，準保存系のため，質量

保存性が悪いこともわかっている 22．Kawai とTerashima21はコン

パクトスキームと局所人工粘性 (LAD：Localized Artificial 
Diffusivity) を用い，完全保存系ではあるが初期界面を滑らかにし

て計算を始めることで，Abgrall17 が指摘した振動を最小限に抑え

て解析している．彼らの手法は完全保存系であることから質量保

存が完全に満足される． 
 Johnsen と Colonius19 らの手法は急激な界面を持っていても

WENO ベースで数値的な振動を抑えながら解析できることから

幅広い条件での多成分気体の計算に適していると考えられるが，

以下の欠点がある： 
 
1) 有限体積法であるため，差分法に比べ2-3次元問題で4-10倍

程度計算コストが高い． 
2) 準保存系であるため，それぞれの気体種の質量の総和が保存

されない． 
 

1)に対して，本研究で導入するWCNSは差分法でありながら変

数補間(補間に用いる変数は自由である)が可能であるため，基本

変数を特性補間することで，JohnsenとColonius19が指摘した振動

を抑えつつ，計算の低コスト化が期待できる．また2)の欠点に関

しては，化学反応などが伴う場合など好ましくない場合がある．

この欠点は保存系/準保存系の選択に起因するものであり，

Abgrall17 が指摘した振動とトレードオフの関係にあるが，このト

レードオフを含めた上での高次精度スキームに対する議論は十分

になされていない．また，多成分気体に対する高次精度スキーム
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また，準保存系の実装の場合，式(1)に付け加えて以下の非保存系

の質量分率の式を解く． 
の取り組みそのものが非常に少ない． 
本研究では，WCNSを多成分気体に適用する際に，完全保存系

/準保存の選択及び基本/保存変数補間の選択など，どのような実

装を選択すべきか明らかにすることを目的とする． Kawai と

Terashima21 が行ったように初期条件の影響も調べることで，それ

ぞれの実装で現れる数値振動や誤差がどのように変化するかとい

うことにも言及する． 
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非保存系の質量分率の式は本来， 
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２．計算手法 

のように書けるが，JohnsenとColonius19にならって後述の流束評

価法において，移流速度を合わせるために式(4)の形とした．2種
気体から決まる比熱比は，界面での温度平衡を仮定すると，以下

のように定義される． 

 本研究では，WCNSを前述のように完全保存系/準保存の2通り

および基本/保存変数補間の2通りの計2×2=4通りを実装した． 
完全保存系および保存変数補間の実装をFcnsv (Fully conservative 
form with characteristic interpolation of conservative variables)，完全保

存系および保存変数補間の実装を Fprim (Fully conservative form 
with characteristic interpolation of primitive variables)，準保存系およ

び基本変数補間の実装を Qcnsv (Quasi conservative form with 
characteristic interpolation of conservative variables)，準保存系および

基本変数補間の実装を Qprim (Quasi conservative form with 
characteristic interpolation of primitive variables)として以後議論して

いく．ここで補間にはすべて特性補間(Characteristic interpolation)
を用いた．界面の特性は成分毎補間(Componentwise interpolation)
でも同様と考えられるが，成分毎補間では衝撃波で数値振動が生

ずるためである．これらの実装をTable 1にまとめる． 
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ここで，γ1は気体種1の比熱比，γ0は気体種0の比熱比である．この

比熱比を用いて，以下の理想気体の状態方程式より圧力とエネル

ギーの関係が決まる． 
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 Table 1 にそれぞれの実装がどの支配方程式を用いたかを併せて

示す． Table 1 Summary of implementation of WCNS 
Name Fully/Quasi 

Conservative 
Interplolation Governing Eqs. 

Fcnsv Fully 
Conservative 

Conservative 
variables. 

Eqs (1), (2), (3), (6), (7) 

Fprim Fully 
Conservative 

Primitive 
 variables. 

Eqs (1), (2), (3), (6), (7) 

Qcnsv Quasi 
Conservative 

Conservative 
variables. 

Eqs (1), (3), (4), (6), (7) 

Qprim Quasi 
Conservative 

Primitive  
variables. 

Eqs (1), (3), (4), (6), (7) 

 
２．２．差分スキーム 

本研究では，7 次精度の非線形補間，8 次精度陽的差分からな

るWCNSを用いた．流束評価法にHLLC法 23を用いた．Euler方
程式に対するWCNSの手順を以下に示す．WCNSは非線形補間,,
流束評価,線形差分の3つの部分からなる． 

 
２．２．１非線形補間 

ここでは，j 方向の
1/ 2

を求める手順を示す．まず用いるス

テンシル内を中心となる格子点の左固有ベクトルを用いて， 

L
jQ +

, , ( 3, 2, ,3j l m j m j lq l Q l+ += = − −                   (8)  
２．１． 基礎方程式 

として，特性量に変換する．本研究では，保存変数補間と基本変

数補間を扱うが，保存変数補間の場合Qは保存変数で lは流束ヤ

コビアンAの左固有ベクトル，基本変数補間の場合Qは基本変数

で lは基本変数Qに対して基礎方程式を

と書いた場合の係数行列Mの左固有ベクトルとなる． 
/ /Q t M Q x∂ ∂ + ∂ ∂ =

本研究では，保存系の Euler 方程式および質量分率の式を基礎

方程式とした．保存系のEuler方程式は以下のようになる． 
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                                 (1) 
その後、m番目の特性量  (k = 1,…,4)がk番目の4点の

サブステンシルから補間される． 

,
1/ 2,

L k
j mq +

,1
1/ 2 3 2 1

5 21 35 35
16 16 16 16

L
j j j jq q q q+ − − −= − + − + jq

,2
1/ 2 2 1 1

1 5 15 5
16 16 16 16

L
j j j jq q q q q j+ − −= − + +ここで，ρは密度，uiは速度ベクトル，p は圧力，e は質量あたり

のエネルギー，δijはクロネッカーのデルタを示している．完全保

存の実装の場合，式(1)に付け加えて以下の質量分率を保存系で解

く． 

+
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次に，  が の重み付き平均として計算される． 
1/ 2,

L
j mq +

,
1/ 2,

L k
j mq +ここでY1は気体種1の質量分率である．本研究では2成分気体を

対象にするため，気体種0の質量分率Y0は ,1 ,2 ,3 ,4
1/ 2, 1, 1/ 2, 2, 1/ 2, 3, 1/ 2, 4, 1/ 2,

L L L L L
j m m j m m j m m j m m jq w q w q w q w q+ + + += + + + m+

 

0 1Y = −                                                (3)   (10) 

ここで は非線形重みであり、 ,k mwと書ける． 
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として求まる．ここで 

1 2 3 4( , , , )C C C C  =(             (12) 1/ 64, 21/ 64,35 / 64,7 / 64)
 

は最適重みであり， は以下のように定義されるスムースイン

ジケータである． 
,k mIS

２．３．時間積分スキーム 

時間積分には 3 次精度 Total-Variation-Diminishing Runge-Kutta 
(Strong Stability Preserving Runge-Kutta)26を用いて解析を行った． 

24 4
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1 1
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                      (13) 
 

Deng と Zhang3，Nonomura ら 4は式(9)および(13)を計算する際

に，それぞれのステンシルで計算されるn階微分の計算値を用い

て計算を効率化している． 

２．４．準保存系および基本変数補間による圧力平衡の維持 
 最後に，圧力，速度一定，密度および質量分率が変化する場合

にQprimの実装を用いることでJohnsenとColonius19と同じように

完全に圧力平衡が保持されることを示す． 最後に，右固有ベクトル rjを用いて元の変数に変換される． 

1/ 2 1/ 2 ( 3, 2, ,L L
j j j

m
Q r q l+ += = − −∑                  (14)  1 次元で速度u>0 一定，圧力p一定の流れ場を考える．基本変

数補間を用いると，uL=u，pL=p が成り立つ．(保存変数補間では

これが満たされない．) HLLCでの流速評価を考えてWCNS差分

および 1 次精度 Euler 陽解法を仮定すると，密度，運動量，エネ

ルギーの変化は以下のように示される． 

ここまでがWCNSの非線形補間の手順である． 
 

２．２．２ 流束評価法 

次に，流束評価法に移る．本研究では，Johnsen と Colonius に

ならって，HLLC23 を用いた．ここでは簡単のため 1 次元 HLLC
を説明する． 
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ここで，EL,ER はセル境界での左側,右側の物理量から計算され

た流束であり, QL,QRは左側,右側の保存量, q*は 

( )

/ /
* /

/ *

/
/ / * / * / / *

/ /, ,

L R L R
L R

L R

tL R
L R L R L R L R L R

L R L R

s uq
s s

ps E s u s
s u

ρ ρ ρ

−
=

−

⎛ ⎛
+ − +⎜ ⎟⎜ −⎝⎝ ⎠

( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( )

11
1/ 2 1/ 20

11 2
1/ 2 1/ 20

2
1

1/ 2 1/ 20
1

1

0
1/ 2 1/ 2

1

2
1 1

1 1

sn n L L
j j k i k i kk

sn n L L
k i k i kj j k

s L L
k i k i kk

n n

j j
s

k L Lk
j k j k

n
j

x u b
t

xu u u b
t

u b
xe e u
t p b

Y

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

γ γ

−+
+ + − −=

−+
+ + − −=

−
+ + − −=

+

−

=
+ + − −

+

Δ
= + −

Δ
Δ

= − −
Δ

⎡ ⎤
−⎢ ⎥

Δ ⎢ ⎥= − ⎢ ⎥⎛ ⎞Δ
+ −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟− −⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑

∑

∑

∑

( )( )1
1/ 2 1/ 20

sn L L
j k i k i kk

xY u b Y Y
t

−
+ + − −=

Δ
= + −

Δ ∑

      (20) 

⎞⎞
⎟
⎠

 ここで bk，s は差分スキームによって決まる変数である．ここで

は簡単のため陽的スキームを用いた．この式より，n+1 ステップ

での速度が求まり， 
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である．ここで 
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 n+1ステップでも速度を維持することがわかる．この結果を使い，

圧力に関しても若干の計算を行うと， 
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              (22) 
が得られる．よって，これらの式から，Johnsen と Colonius の有

限体積法と同様に，圧力平衡および速度平衡が保てる高次精度差

分法が構築できると期待される． 

である．ここで，cは音速であり，ROEの上添字はRoe平均値
24を示す．また接触面の速度は以下のように定義される． 
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R L L L L L R R R R
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p p u s u u s u
s

s u s u

ρ ρ

ρ ρ
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               (18)  

３．１次元テスト問題 

３．１ 精度検証 
  まず4つの実装が全て7次精度を保っていることを確認する．不連

続がある場合，スキームが 1 次精度に落ちるため，精度検証は滑ら

かな流れ場に対して行った．初期条件として，一定速度を持ち，非常

に滑らかに気体種の割合が変わる問題を解析した．初期条件を以下

のように設定した． 

２．２．３ 線形差分スキーム 

最後に，線形差分スキームにより微分値を計算する．この線形

差分スキームでは，コンパクトスキームも使えるが，解像度があ

まり変わらないことが分かっている．そのため並列化，ベクトル

化のため以下の陽的8次精度差分 25を用いた． 
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初期条件を Fig. 1 に示す．境界条件は周期境界である．時間刻み

ΔtはΔt＝(Δx)3として t＝2.0まで計算した．この問題において t=2.0の

解析解は初期条件と同じであるため，初期条件からのずれをみるこ

とで誤差を調べた．格子点数は 8,16,32,64 点とした．Figure 2 に誤差

を示す．全てのスキームで 5.5～6.5 次精度が達成された．7 次精度

にならないのは臨界点で最適重みにならないことなどが原因 27 であ

る．これらの問題を解決する Mapped technique27を用いて，行った同

様のテストの誤差は Fig. 3 に示すようにおおよそ 7 次精度となった．

これらの結果より 4 つ全ての実装で精度が適切に出せることがわか

った．以降のテストでは，通常の重みの評価方法を用いている． 

Fig. 3 Error of WCNS implementation with Mapping technique for the 
problem examining order of accuracy 

 
 

 ３．２ 物質移送問題 

 次に，Johnsen と Colonius19や Kawai と Terashima21らと同様に 1 次

元物質移送問題を解くことで 4 つ実装の特徴を明らかにする．初期

条件は以下のように設定した． 

0
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                  (24) 

1( , , , ) (10,0.5,1/1.4,1.0)material m m m mU u p Yρ= =  

1( , , , ) (1,0.5,1/1.4,1.0)ambient a a a aU u p Yρ= =  

0 11.4, 1.6γ γ= =  

0 1x≤ ≤  (a)density 
ただし，誤差を低減させるために用いる滑らかな初期条件を作る

際には，Kawai と Terashima21に習い，Error Function を用いて，以下

のように定義した． 
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( )0 1 smooth ambient smooth materialU(x,t ) f U f U= = − +              

0.5 0.5* ( )smooth
sf erf

C xε

= +
Δ

                             (25) 

ここで，s は符号付きの界面からの距離であり，Δx は格子幅，Cεは滑

らかさを変化させるパラメタである．Cεを変化させた場合の密度分布

を Fig. 4 に示す． 
境界条件は周期境界である．時間刻みは CFL 条件が 0.6 となるよ

うに選び，t＝2.0まで計算した．この問題において解析解は圧力およ

び速度が一定値を保つ．格子点数は 100 点とした． 
(b)Velocity, pressure, mass fraction 

Fig. 1 Initial condition of the problem examining order of accuracy 
まず，シャープな界面を初期条件にもつ場合の t=2.0 における密

度，圧力，気体 1 の質量分率の分布を Fig. 5 に示す．Qprim は完全

に圧力平衡を保っており，Qcnsv が小さな数値振動，Fcnsv, Fprim が

大きな数値振動を示している．シャープな界面を初期条件にした場

合は，完全保存系にすることによる誤差が大きいことを示している．

次に，Fig. 6 に気体種1 の質量の総量，圧力，速度の L2 誤差の時間

履歴を示す．当然ながら Fcnsv，Fprim は気体種を完全に保持してい

る．一方で，圧力，速度の誤差はどの時刻でも，Fig．5 の考察同様，

Qprim が完全に圧力平衡(速度平衡)を保ち，Qcnsv が小さな数値振

動，Fcnsv, Fprim が大きな数値振動をもっている．すなわちシャープ

な界面を初期条件にした場合は，完全保存系にすることによる誤差

がどの時刻でも大きい． 
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Fig. 2 Error of WCNS implementation for the problem examining order 

of accuracy 
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(a) Mass conservation error of gas 1. Fig. 4 Effects of Cε on the initial profile of material convection problem 
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Fig. 6 Time history of error in material convection problem with sharp 
initial interface (t=2.0) 

 
次に，滑らかな界面を初期条件に持つ場合の t=2.0 における圧力

場を Fig. 7 に示す．ここでの結果は Cε =3 の結果を示す．Qprim は同

様に完全に圧力平衡を保っているが，Fprim も同様に圧力が変動し

ている様子は見られない．一方で Fcnsv と Qcnsv は振動が残ってい

ることがわかる．すなわち，滑らかな初期条件で始めた場合，保存変

数で補間することの誤差が相対的に大きくなることがわかる．Figure 8
に気体種 1 の質量の総量，圧力，速度の L2 誤差の時間履歴を示す． 
Fcnsv，Fprim は気体種を完全に保持している．一方で，圧力，速度

の誤差はどの時刻でも，Fig．7 の考察同様，Qprim が完全に圧力平

衡(速度平衡)を保ち，Fprim が小さな数値振動，Fcnsv, Qcnsv が大き

な数値振動をもっている．すなわち滑らかな界面を初期条件にした

場合は，保存変数を補間することによる誤差が相対的に目立つよう

になる． 

(c) Mass fraction of gas 1. 
Fig. 5 Results of material convection problem with sharp initial 

interface (t=2.0) 
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(b)L2 error in velocity field (Qcnsv is identical to Fcnsv) (a)density 
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(c)L2 error in pressure field (Qcnsv is identical to Fcnsv) (b)pressure 

Fig. 8 Continued 

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

-0.5 -0.3 -0.1 0.1 0.3 0.5

x

m
as

s f
ra

ct
io

n

Fcnsv
Fprim
Qcnsv
Qprim
Exact

 

 
最後に，Fig. 9 に示す，シャープな界面から界面を滑らかにしてい

った場合の t=2.0 での誤差の変化をみる． 基本的に全ての誤差は

界面を滑らかにすることで減ることがわかる．また，界面の滑らかさに

関わらず，完全保存系の Fcnsv と Fprim は質量の総和の誤差がマシ

ンゼロ程度，Qprim は速度，圧力の誤差がマシンゼロとなっている．

Figure 9 の Qcnsv と Qprim の質量の総和に対する誤差は，界面を滑

らかにすることで 2 桁程度軽減できることがわかる．一方で速度，圧

力に関する誤差は，Fprim は界面を滑らかにすることでその誤差を 2
桁程度減らせるのに対し Fcnsv および Qcnsv はあまり誤差が減らな

いことがわかる．これは以下のように考察できる．Fprim は完全保存

系にすることによる誤差のみを持つと考えられ，この誤差は界面を滑

らかにすることで急激に減る．一方Qcnsv は保存変数補間をすること

による誤差のみを持つと考えられるが，この誤差は界面を滑らかにし

てもあまり減らない．Fcnsv は両方の誤差を持つが，Fig. 9 より，Fcnsv
が Qcnsv もしくは Fprim の大きい方とほぼ同じ程度の誤差を持つこと

から，これらの誤差はそれぞれ独立なものとして考えて良いといえ

る． 

(c) Mass fraction of gas 1. 
Fig. 7 Results of material convection problem with smoothed initial 

interface (t=2.0) 
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以上の知見をまとめる． 
 JohnsenとColoniusと同様に準保存系および基本変数補間を

用いることで，高次精度差分法のフレームワークの中で圧

力・速度平衡を保つスキームが開発できた． 
 質量の総和，圧力平衡，速度平衡に対する誤差は，初期界

面を滑らかにすることによって緩和できることがわかった． 
 完全保存系にすることによる誤差はシャープな界面で顕著

であるため，初期条件および境界条件で滑らかな分布を与

えることでかなり緩和できる． 
(a) Mass conservation error of gas 1.  保存変数補間による誤差は界面を滑らかにしてもあまり減ら

ないため，基本変数補間が望ましいと考えられる． Fig. 8 Time history of error in material convection problem with sharp 
initial interface (t=2.0) 
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(a) Mass conservation error of gas 1. 
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(b)L2 error in velocity field 
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(c)L2 error in pressure field 

Fig. 9 Effects of smoothness of interface on errors in material convection 
problem. 

 
 

３．３ 衝撃波問題 

 以下の 2 成分Sod 問題 18,19.21を解析した． 

0.5
0

0.5
L
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U (x
U(x,t )

U (x
≤⎧

= = ⎨ >⎩

)
)
                            (26) 

1( , , , ) (1,0,1,0)L L L L LU u p Yρ= =  

1( , , , ) (0.125,0,1,1)R R R R RU u p Yρ= =  

0 11.4, 1.6γ γ= =  

0 1x≤ ≤  
本問題で，シャープな界面を初期条件とし，格子点数を 201 点，CFL
条件は 0.6 とした．ｔ＝0.2 の密度分布を Fig. 10 に示す．図より，数値

振動はあまり顕著でなくほぼ同じ程度である．Figure 11 に示す衝撃

波および界面近くの圧力分布を拡大して観察すると，Fcnsv は Qcnsv
に比べて，接触面，膨張波が始まる部分で大きな振動をしている．同

様にFprimはQprimに比べて膨張波が始まる部分で大きな振動をし

ている．Fcnsv でみられた接触面の振動は Fprim ではみられておら

ず，これは保存変数補間による誤差だと考えられる．一方，Qcnsv と

Qprim を比べると，Qcnsv は接触面での誤差が見られるが，Qprim で

は逆に衝撃波では弱い振動をしていることがわかる．すなわちこの

テストで，基本変数補間は界面捕獲には良いが，衝撃波捕獲には悪

い影響を及ぼすことがわかった．この問題でも，滑らかな界面を初期

条件として解析を始めたが，この場合，完全保存系であるために生

ずる膨張波が始まる場所での誤差が大きく改善され，その他の誤差

は変わらなかった． 
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Fig. 10  Density distribution of multi-component Sod problem(t=0.2) 
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(a)Fcnsv and Qcnsv 
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(b)Fprim and Qprim 

Fig. 11 Enlarged figure of Fig. 10 
 
次にかの研究と同様 21,28な以下のより厳しい条件の改良 Sod 問題を

解析した． 
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1( , , , ) (10,0,10,0)L L L L LU u p Yρ= =  

1( , , , ) (0.125,0,1,1)R R R R RU u p Yρ= =  

0 11.4, 1.6γ γ= =  

0 1x≤ ≤  
本問題では，シャープな界面を初期条件とした場合計算が破綻した

ため，Cε =1 の滑らかな初期条件で解析した，格子点数を 201 点，

CFL 条件は 0.6 とした．ｔ=0.16 の密度分布を Fig. 12 に示す．本問題

の場合，実装による差は，解析解からのずれから比べて十分に小さ

くなったため，実装によらずおおよそ同程度の誤差を持った解が得

られると考えられる．シャープな界面を初期条件とした場合計算が破

綻する問題に関しては，別途，本シンポジウムで発表するより堅牢な

WCNS を用いることで解決できるが，解像度の若干の低下が同時に

生ずるため本論文では議論しない． 
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Fig. 12  Density distribution of multi-component severe Sod 

problem(t=0.16) 
 以上の知見をまとめる． 

 2成分Riemann問題では実装の差はあまりあらわれない．特に，

条件の厳しい改良 Sod 問題では大きな差はなかった．一方で

Sod 問題では以下の若干の誤差の出方の変化が見られた． 
 基本変数補間を用いることで，界面での若干の誤差は減らせ

るが，衝撃波での誤差が生ずる． 
 完全保存系を用いると，膨張波が始まる場所で誤差が現れる．

ただし滑らかな界面の初期条件ではこの誤差は観察できな

い． 
 
３．４ バブル衝撃波干渉問題 

 次に，以下の初期条件をもつバブル衝撃波干渉問題の結果を示

す． 
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( , , , ) (1,1.22,1/1.4,0)preshock pre pre pre preU u p Yρ= =  

( , , , ) (1.3764,0.8864,1.5698/1.4,0)postshock post post post postU u p Yρ= =  

0 11.4, 1.648γ γ= =  

5 5x− ≤ ≤  
本問題は，一般的に行われているテスト 18,21 とは観測する座標系

を変えて空気中での衝撃波が静止するようにした．これは，3.2 で示

した，2 つの誤差を切り分けるのに適しているためである．まず全体

の概要を示すため，Qprim で 5001 点を用いた解析の密度の x-t ダイ

アグラムを Fig 13 に示す． 

t

x

 
Fig. 13 x-t diagram of density field of the one-dimensional 

shock-bubble interaction problem． 
 

Figure 13 より，この問題では，衝撃波にヘリウムバブルが入ってい

き，そこで膨張波，衝撃波が発生する．その後，界面付近から弱い圧

縮波の発生が見られるが，これらはバブル界面に於ける衝撃波の反

射によるものである． 
この問題をシャープな界面及び 1001 点，CFL 条件を 0.6 として解

析した．本問題は201点の格子点でも解析しているが，誤差の切り分

けが難しかったため，1001 点を選んだ．t=4.0 における結果を Fig. 14
に示す． 

Fprim と Qprim を比較した Fig．14(b)より，完全保存系にすることに

よる誤差は図内丸で囲んだ部分でみられる．これらは，シャープな

初期条件で急に界面が動き始めたときに発生したものであり，音速

でこの位置まで伝播してきている．一方，Qcnsv と Qprim を比較した

Fig．14(c)より，保存変数補間による誤差は，同じく丸で囲んだ部分に

存在することがわかる．この部分では，高周波の振動が存在すること

がわかる．この誤差は，初期だけではなく，シミュレーションを通して

生成しており，その特性は好ましくない．Fcnsv はFprimとQcnsv のも

つ誤差が両方現れている(Fig．14(a))．最後に，ヘリウムの質量の総

和の時間変化を Fig. 15 に示した．準保存系では，計算終了時の質

量の総和の誤差は 2.5％程度見られた． 
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 Fig. 15  Time history of error in mass conservation of the 
one-dimensional shock-bubble interaction problem with sharp initial 

interface． 
(a) Fcnsv and Qprim 
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次に，Cε =3 で滑らかな界面を初期条件にして解析を行った．

Figure 16 に結果を示す．シャープな界面でみられた Fprim の持って

いた誤差は非常に小さくなり，分布からは判断ができない．一方で

Qcnsv が持っていた誤差はほぼ同程度で残っている．この誤差はシ

ャープな界面を初期条件にもつ場合とほぼ同じで，計算初期だけで

なくシミュレーションを通して生成しており，その特性は好ましくない

ことがわかる．Fcnsv でみられる誤差は，Qcnsv でみられる誤差と同じ

である．最後に，ヘリウムの質量の総和の時間変化を Fig. 17 に示し

た．準保存系では，質量の総和の誤差は 0.5％程度見られた． 
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(c) Qcnsv and Qprim 

(a) Fcnsv and Qprim 
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Fig. 14  Pressure distribution of the one-dimensional shock-bubble 
interaction problem with sharp initial interface (t=4.0)． 

 
 
 

(b) Fprim and Qprim 
Fig. 16  Pressure distribution of the one-dimensional shock-bubble 

interaction problem with smooth initial interface (t=4.0)． 
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e

                 (29) 

1( , , , , ) (0.1819,1.22,0,1/1.4,1)bubble B B B B BU u v p Yρ= =  

( , , , , ) (1,1.22,0,1/1.4,0)preshock pre pre pre pre preU u v p Yρ= =  

( , , , , )

(1.3764,0.8864,0,1.5698/1.4,0)
postshock post post post post postU u v p Yρ=

=
 

0 11.4, 1.648γ γ= =  

0 1x 6≤ ≤ , 0.89 0.89y− ≤ ≤  
(c)Qcnsv and Qprim 

初期条件の模式図をFig. 18に示す Fig. 16  Continued． 
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Stationary Shock Wave

Upreshock Upostshock  
Fig. 18 Schematic of initial condition of the two-dimensional 

shock-bubble interaction problem. 
 
本研究では，誤差の切り分けを容易にするために，一般的なバ

ブル衝撃波干渉問題 19,21と異なる座標系で解析した．格子点数は

1601×179 であり，バブル直径に 100 点が入るようにした．上下

の境界は滑り壁面とし，左右の境界条件は初期条件と同じである．

シャープな界面と Cε=3 の滑らかな界面の初期条件に対して

CFL0.6として解析した． 

Fig. 17  Time history of error in mass conservation of the 
one-dimensional shock-bubble interaction problem with smooth initial 

interface． 
 

バブル衝撃波干渉問題では以下の知見が得られた． 

Qprimでシャープな界面の初期条件で解析した結果をFig. 19に
示す．衝撃波の中にバブルが入って行き，その後，バブルの形状

が変形していく様子がわかる．全般的なバブルの形状変化は実験

結果や他の数値解析結果とよく一致している． 

 完全保存系にすることによる誤差はシャープな界面から発

生し，計算を進めると誤差の発生はほとんど無くなる．また

界面を滑らかにしておけば，この誤差はほとんど見られなく

なる． 
次に，この問題で生ずる誤差を議論する．t=1.086のときの速度

発散をFig. 19に示す．速度発散を用いることで生じた数値的な誤

差が観察できる．Fprim と Qprim を比較することで完全保存系に

することによる誤差を議論する．Fprim とQprim の差は Fprim の

みに見られる外側に存在する音波である．これは，計算の初期に

発生したものである．それ以外は特に大きな差異は見当たらず，

完全保存系にすることによって生ずる誤差は計算初期以外ではほ

とんど見えない．さらにこの誤差は滑らかな界面の初期条件にす

ると，大幅に低減され，Fig. 19(b)の滑らかな界面の初期条件の結

果の可視化では確認できなくなる．次に，Qcnsv とQprim を比較

することで保存変数補間を行うことによる誤差を議論する．

Qcnsv とQprim の差はバブル内部の振動である．これは，計算の

初期のみでなく，計算を通して発生している．これらの誤差は滑

らかな初期条件で解析した場合も存在しているため，保存変数補

間よりも基本変数補間が良いと考えられる．最後に，Fcnsv の誤

差は，Fprim とQprim に存在する誤差を足し合わせたものとなっ

ており，これらの誤差はほぼ無関係であるといえる． 

 保存量補間による誤差は界面の滑らかさに関わらずどの時

点でも通じて発生しており，望ましくない． 
ここまでの 1 次元テストより，保存変数補間よりは基本変数補間が

望ましいと考えられる．また完全保存系にすることによる誤差は初期

のシャープな界面から強く発生するのみであることがわかった．これ

らの誤差は準保存系および基本変数補間を用いた実装で，完全に

消すことができる．これは Johnsen と Colonius の有限体積 WENO と

同様の結果であるが，WCNS は差分法であるため，多次元問題で高

効率になることが期待できる．ただし準保存系にすることによる気体

種の質量の総和の誤差(今回の問題では最大 2.5%程度)が許容でき

ないシミュレーションを行う際は，滑らかな初期条件を与えて，完全

保存系および基本変数補間で実装することで，気体種の質量の総和

を完全に維持しつつ，大きな誤差が発生しない状態でシミュレーショ

ンできることがわかった． 

 

４．2次元テスト問題 

４．１．バブル衝撃波干渉問題 

 次に，2 次元バブル衝撃波干渉問題を解析した．初期条件は以

下の式で表わされる．  
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Fig. 19 Example of computational results of the two-dimensional 
shock-bubble interaction problem. Density distribution. The result is 

computed by Qprim. Top to bottom; t=0.410, 0.622, 0.821, 1.086, 2.002, 
3.242. 4.880 and 6.929. The figures show the regions at 0.9<x<11.7. 
 

(a)Smooth initial interface 
Fig. 20 Divergence of velocity fields of the two-dimensional 

shock-bubble interaction problem. Top to bottom: Fcnsv, Fprim, Qcnsv, 
Qprim．The results at t=1.086 are shown. Contour range normalized by 
initial bubble diameter is set from -1 to 1. The figures show the regions at 

0.9<x<11.7. 
 

次に，バブルの形状に対する影響をみる．t=6.929における密度

分布をFig. 20に示す．図より，FcnsvとQcnsvは界面に振動を持

っており，界面の動力学を議論する際に悪影響となることが予想

される．この傾向は滑らかな界面の初期条件でも変わらないため，

保存変数補間はこのような問題に対して悪影響を及ぼすことがわ

かる．一方で，Fprimの界面は，Qprimのそれとほぼ同じである．

Fprim の誤差は界面がシャープであるときのみに初期にでる音波

だけと考えてよく，全体として良い精度を保っていると考えられ

る． 
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(a)Smooth initial interface 
Fig. 22 Time history of error in mass conservation of the 
two-dimensional shock-bubble interaction problem. 

 
４．２．Rhcitmayer-Meshkoff不安定 

次にRhcitmayer-Meshkoff不安定問題を解析した．初期条件は以

下の式で表わされる． 

0.4 0.1sin(2 ( 0.25))
, 0 0.7

heavy

preshock

postshock

U x y
U(x, y t ) U x

U otherwise

π⎧ < − +
⎪= = <⎨
⎪
⎩

       (30) 

, 1( , , , ) (5.04,1.24,0,1/1.4,1)heavy h h h h hU u v p Yρ= =  

( , , , , ) (1,1.24,0,1/1.4,0)preshock pre pre pre pre preU u v p Yρ= =  

( , , , , )

(1.4112,0.8787,0,1.6272 /1.4,0)
postshock post post post post postU u v p Yρ=

=
 (a)Smooth initial interface 

Fig. 21 Density fields of the two-dimensional shock-bubble interaction 
problem. Top to bottom: Fcnsv, Fprim, Qcnsv, Qprim．The results at 

t=6.929 are shown. Contour range is set from 0.2 to 1.4. The figures show 
the regions at 0.9<x<11.7. 

0 11.4, 1.093γ γ= =  

0 1x 6≤ ≤ , 0 1y≤ ≤  
 

初期条件の模式図をFig. 23に示す． 最後に Fig. 22 に示す質量保存を議論する． 2 次元問題での計

算終了時のQcnsv, Qprimの準保存系の質量保存の誤差はシャープ

な界面(Fig. 22(a))で 9％の質量の総和の誤差，滑らかな界面(Fig. 
22(b))で6％の質量の総和の誤差となっている．Fcnsv，Fprimの完

全保存系では誤差はマシンゼロ程度である．準保存系での質量保

存の誤差が許容範囲外の場合，質量保存の誤差がなく初期界面を

滑らかにした状態でFprim を用いることが勧められる．一方これ

らが許容範囲内であれば，Qprim は圧力平衡を保つため，この実

装がより良いと考えられる． 

Light fluidHeavy fluid

Stationary Shock Wave

Upreshock Upostshock

 
Fig.23 Schematic of initial condition of the two-dimensional RM 

instability problem. 
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本研究では，誤差の切り分けを容易にするために，バブル衝撃

波干渉問題と同様，一般的な RM 不安定性問題 11,13,21と異なる座

標系で解析した．格子点数は 2049×128 であり，1 波長に 128 点

が入るようにした．上下の境界は周期境界を課し，左右の境界条

件は初期条件と同じである．シャープな界面と Cε=3 の滑らかな

界面の初期条件に対してCFL0.6として解析した． 
Qprimでシャープな界面の初期条件で解析した結果をFig. 24に

示す．RM 不安定性により，スパイクが生成していく様子が見ら

れる．この形状変化は過去の計算と良い一致を示している． 

 

 

 

 
(a) Sharp initial interface  

Fcnsv

Fprim

Qprim

Qcnsv

Error due to 
interpolation of 
conservative variables

 

Fig. 19 Example of computational results of the two-dimensional 
shock-bubble interaction problem. Density distribution. The result is 

computed by Qprim. Top to bottom; t=0.275 at 2＜x＜6, t=0.550 at 4＜x
＜8, t=0.825 at 6＜x＜10 and t= 11.0at 8＜x＜12． 

 
この問題でも生ずる誤差を議論する．t=0.275のときの速度発散

をFig. 25に示す．速度発散を用いることで生じた数値的な誤差

が観察できる．FprimとQprimを比較することで完全保存系にす

ることによる誤差をみる．FprimとQprimの差はFprimのみに見

られる衝撃波前方にある音波である．これは，計算の初期に発生

したものである．それ以外は特に大きな差異は見当たらず，完全

保存系にすることによって生ずる誤差は初期以外ではほとんど

見えない．さらにこの誤差は滑らかな界面の初期条件にすると，

大幅に低減され，Fig. 25(b)の可視化では確認できなくなる．次に，

Qcnsv と Qprim を比較することで保存変数補間を行うことによ

る誤差をみる．QcnsvとQprimの差はスパイク内部で見られる振

動である．これは，計算の初期のみでなく，計算を通して発生し

ている．これらの誤差は滑らかな初期条件で解析した場合も存在

しているため，保存変数補間よりも基本変数補間が良いと考えら

れる．最後に，Fcnsv の誤差は，Fprim とQprim に存在する誤差

を足し合わせたものとなっており，これらの誤差はおおよそ無関

係であるといえる． 

(b) Smooth initial interface  
Fig. 25 Divergence of velocity fields of the two-dimensional RM 

instability problem. Top to bottom: Fcnsv, Fprim, Qcnsv, Qprim．The 
results at t=0.275 are shown. Contour range normalized by wave length is 

set from -0.5 to 0.5. The figures show the regions at 2<x<6. 
 

 
最後に，界面の形に対する影響をみる．t=0.825における密度分

布をFig. 26に示す．図より，FcnsvとQcnsvは界面に振動を持っ

ており，界面の動力学を議論する際に悪影響となることが予想さ

れる．この傾向は滑らかな界面の初期条件でも変わらないため，

保存変数補間はこのような問題に対して悪影響を及ぼすことがわ

かる．一方で，Fprimの界面は，Qprimのそれとほぼ同じである．

Fprim の誤差は界面がシャープであるときのみに初期にでる音波

だけと考えてよく，全体としては良い精度を保っていると考えら

れる． 
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(b) Smooth initial interface  

Fig. 26 Density fields of the two-dimensional RM instability problem. 
Top to bottom: Fcnsv, Fprim, Qcnsv, Qprim．The results at t=0.825 are 

shown. Contour range is set from 1.5 to 8.5. The figures show the regions 
at 2<x<6. 

 
ここで得られた結論はバブル衝撃波干渉問題とほぼ同じであっ

た．2次元問題で得られた知見をまとめると， 
 完全保存系にすることによる大きな誤差は計算初期に発

生する音波のみである． 
 保存変数補間による誤差は計算を通して発生しており，

界面の形状にも悪影響を及ぼすため，基本変数補間が望

ましい． 
 
５．結論 

WCNS を多成分気体問題に対して適用した．実装方法として，

完全保存系もしくは準保存系，保存変数補間もしくは基本変数補

間の2×2通りを試した． 
まず，従来の結果と同様に，完全保存系による誤差と保存変数

補間を行うことによる誤差が界面で発生することを確かめた． 
完全保存系による誤差は，シャープな計算初期界面を用いた場

合にのみ発生し，滑らかな初期界面からはあまり発生しないこと

がわかった．一方，保存変数補間にすることによる誤差は界面の

滑らかさに関わらず発生し，計算の精度に悪影響を及ぼすことが

わかった． 
  JohnsenとColoniusの有限体積WENOと同様に，WCNSでも準

保存系および基本変数補間を行うことでこれらの誤差は完全に消

し去ることができた．WCNS は有限差分であるため，有限体積

WENO よりも多次元問題で 4-10 倍程度効率が良いスキームとな

っている．ただし，この方法では，Johnsen とColonius のWENO
と同様に準保存系で気体種の質量保存が悪く，今回のテストでは

気体種の質量の総和の誤差が最大10％程度であった．燃焼問題の

ように質量の総和が重要となる問題では，滑らかな初期界面を導

入し，完全保存系かつ基本変数補間によるWCNSの実装も考慮に

いれるべきであろう． 
最後に，本論文では詳細に議論しないが，Yang の人工圧縮 29

を，音波以外の特性波に用いた場合では，基本変数および完全保

存系でも計算を通して強い誤差が界面から生じた．これは Yang
の方法を用いることで，界面が常に急峻になり，本論文中での完

全保存形の計算において初期で生じた誤差が出続けるためである．

このようなテクニックを併せて使う場合は，準保存および基本変

数補間が必須になると考えられる． 
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