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ISPH 法による液滴液膜衝突のシミュレーション 

Simulations of Droplet Impact onto a Liquid Surface  
Using Incompressible Smoothed Particle Hydrodynamics Method 
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In this study, the whole process of liquid droplet impact onto a liquid surface up to the consequent formation of the 

central column was simulated using ISPH (Incompressible Smoothed Particle Hydrodynamics) method. The ISPH 

method uses a pressure Poisson equation to satisfy the incompressibility constrains, and solves the pressure field 

implicitly using a fractional-step projection method of solving the Navier-Stokes equations. The simulation results for 

the impact of a droplet onto a film of an identical liquid were compared with the experimental ones using a high-speed 

video camera, and it was shown that, the simulated time series of the crater depth, diameter, crown height and the rebound 

motion corresponded quantitatively well with the experiment. 

         

 

1. 緒言 

ミルククラウンに代表される液滴の液膜への衝突現象は，

Worthington(1)によって古くより研究がなされてきた．この現象は，

単に視覚的に興味深いのみならず，インクジェットプリンタや原

子炉内部など幅広いスケールで見られる工学的に重要なものであ

り，その制御などの観点から現象の解明が求められている．この

ような液滴と液膜の衝突については，高速カメラによる実験的観

察や，VOF 法や MPS 法を用いた数値解析により研究が行われて

おり，当グループでもこれまでにSPH法を用いた数値解析を行っ

てきた(2)． 

SPH 法は，連続体モデルに基づく粒子法のひとつであり，流体

運動を離散化した粒子の挙動として扱う．これまで主に宇宙物理

学などの圧縮性流れのシミュレーションに適用されてきたが，近

年，非圧縮流れへの適用が進められており，陽解法に基づく

WCSPH (Weakly Compressible SPH)法や半陰解法に基づく ISPH 

(Incompressible SPH)法などが提案されている．これらの手法は，格

子法では取り扱いが困難である自由界面の大変形や合体，分裂な

どの解析に用いられており，当グループではこれまでWCSPH 法

を用いて液滴液膜の衝突のシミュレーションを試みてきた(2)．しか

しこの手法は圧力を陽的に解くため時間刻みを非常に小さくとる

必要がある，あるいは圧力が大気圧以下となる際に粒子間に働く

引力により数値的に不安定となるなどの問題がある．その一方，

ISPH 法は，Poisson 方程式を解いて近傍粒子との圧力の差として

陰的に圧力勾配項を計算するため，上記のような問題は生じない

と考えられる．本研究では ISPH 法を用いて液滴液膜衝突の解析

を行った．さらにシミュレーションと実験結果の比較により，本

手法の妥当性について検討した． 

 

 

 

 

2. 計算方法 

2.1. ISPH法の計算方法 

ISPH 法では連続の式と Navier-Stokes 方程式から各粒子の位置

と速度を算出するが，その際にHelmholtz-Hodge分解を用い，速度

を分離し，二段階での更新を行う．まず第一段階では，粒子 𝑎 の

速度と位置について，以下の式(1)，(2)により圧力勾配項以外を陽

的に計算する． 

ただし，式(1)の右辺第2-4項は各々粘性項(3)，表面張力項，体積力

項である．𝐯, 𝐫,𝑚, 𝜌, 𝜇, 𝐒, 𝐠, Δ𝑡 は各々粒子の速度，位置，質量，密

度，粘性係数，表面張力テンソル，重力加速度，時間刻みであり，

速度や位置の上付き添え字 𝑛, 𝐹 は各  々𝑛 ステップ目および第一

段階が終了した時点を示す．また，粒子 𝑎 と 𝑏 の相対量を 𝐯𝑎𝑏 な

どと表す．ζ, 𝜂 は各々人工粘性の強さを表す係数，不安定性解消の

為の極小値であり，𝜁 = 5, 𝜂 = 0.1ℎ とした． 𝑊𝑎𝑏
ℎ  は円滑化された

物理量を示すカーネル関数であり， ℎ を分布の広がり範囲の基準

長さとした距離 𝑟 の関数で表される．本研究ではこれに次式の 3

次スプライン関数を用いた． 
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また式(1)において粒子 𝑎 の密度 𝜌𝑎 は次式により求めた． 

なお，本研究では，粘性項について角運動量の保存を満たすCleary

ら(3)の粘性項を用いた．また，基準粒子間隔 𝑑0 に対し， ℎ = 1.3𝑑0
としたが，次に述べる表面張力項について表面の形状をより精確

に捉えるため，通常より長いカーネル長さ 𝐻(= 2.5ℎ) を用いた． 

表面張力項は自由エネルギー理論に基づき導出する．自由エネ

ルギーとして次式に示すCahn-Hilliard model(4)を用いる． 

ここで ψ, κ は各々，二井戸形式の関数，界面厚さに関する係数を

表す． 𝜙 は界面において連続的に変化する物性値に相当する指標

関数であり，本研究では次式に示す粒子の体積充填度を用いた． 

 𝜅 の値は表面張力係数と表面付近の体積充填度の勾配の積分値か

ら決定される．式(5)の右辺第 1項は相分離，第 2項は相界面積の

減少に対応するが，本研究では第 1 項は用いていない．表面張力

は自由エネルギー Ψ の勾配として導かれ，表面張力テンソル 𝐒 は

次式で与えられる(5)． 

なお， 𝐈 は単位行列を表す．  

これらを用いて第一段階で陽的に位置を更新した後の密度を

 𝜌𝐹  とすると，基準密度 𝜌0 と一致しない．そのため，第二段階で

はこれが基準密度 𝜌0 となるように圧力を求め，速度と位置の修正

を行う．具体的には，次式のPossion方程式を解き，圧力 𝑝 を陰的

に求める． 

式(8)は未知数 𝑝𝑎
𝑛+1 に対する連立方程式であり，これを解くこと

で次ステップにおける圧力が求まる．連立方程式の解法は

PCG(Preconditioned Conjugate Gradient)法を用いた．得られた圧力

 𝑝𝑎
𝑛+1 を用いて式(9)より圧力勾配項を計算することで速度を修正

し，式(10)より次ステップにおける位置を算出する． 

 

2.2. 固体壁の境界条件 

本研究では，固体壁として基準粒子間隔 𝑑0の格子点上に粒子を

配置したものを用いる．壁面上でnon-slip境界条件を与えた．また

圧力のNeumann境界条件を満たすために，流体粒子と接する最上

層の壁粒子のみ流体粒子と同様に式(8)を解き，それ以外の壁粒子

の圧力は上記の最上層と最も近い粒子と等しくした．  

 

2.3. 自由表面境界条件 

本研究では，Marrone ら(6)により提唱された SPH 法における界

面粒子の判別法を用い，自由表面にある粒子を決定した．自由表

面境界としてこれらの粒子に圧力の Dirichlet 境界条件 𝑝𝑎
𝑛+1 = 0 

を与えるのが自然であるが，これを行うと式(9)より界面粒子間で

圧力勾配による力がゼロとなり，結果として次ステップの密度は

基準密度 𝜌0 とならず，計算が不安定化する．そのため本研究では，

自由表面で圧力ゼロと非圧縮条件の両者を満足するように

Dirichlet境界条件の代わりに次式を用いた(7)． 

 

3. 計算条件 

本研究では，液滴と液膜の流体としてグリセリン水溶液を用い，

密度 𝜌0 =1100 kg/m3，粘性係数 𝜇 = 3.5 mPas，表面張力係数 𝜎 = 

0.067 N/mとした． 

液滴の初期配置作成の前段階として，直径 4.0 mm の球の内側

に，Poisson Disk Sampling法(8)を用いて基準粒子間隔 𝑑0 =0.25 mm

で粒子をランダムに配置した後，基準密度 𝜌0 からの標準偏差が

0.1 kg/m3以下となるまで最適化問題の解法による計算を行った(9)．

その後，初期速度をゼロとし， 𝛥𝑡 = 1.010−5 s で平衡状態に至る

まで緩和計算を行ったものを初期配置とした．液滴の衝突速度は

300, 500 mm の位置からの自由落下速度である 𝑈0 =2.42, 3.13 m/s

の 2 種類について計算を行った．また液膜は固体壁面上に液膜厚

さ 10 mmとなるように，液滴と同様の操作を行い初期配置の作成

を行った． なお，液膜面水平方向に周期境界条件を課し，計算セ

ルサイズは40  40 mm2とした．また，時間刻みは系内の粒子の最

大速度に応じて5.010−6 から2.010−5 sの範囲で可変とした． 

 

4. 結果と考察 

衝突速度 𝑈0 =3.13 m/sにおける液滴液膜衝突のシミュレーショ

ンと実験結果の各時刻 𝑡 におけるスナップショットを各々図 1(i)-

(iii)と図 1(iv)に示す．ただし，図 1(ii)は図 1(i)の液滴成分のみを表

しており，図1(iii)は衝突軸を含む紙面垂直方向厚さ1 mm の断面

図を示している．また実験では，液膜成分の挙動を確認するため，

液滴のみ食紅を用いて着色しており，これとの比較のためシミュ

レーションでも成分を色分けした． 

まず，シミュレーションによる定性的な外観の再現性について

注目する．実験結果より，液滴が液膜に衝突した直後，衝突の衝

撃により2次飛沫が飛散し[図1(b)]，王冠状の円筒構造（クラウン）

を押し上げながら半球状のクレーターを拡大させる[図1(c)]．シミ

ュレーションでは 2 次飛沫は確認されないものの，それ以外の挙

動は図 1(i)(b),(c)と概ね一致している．また，液滴成分の挙動はク

レーターの成長過程において，クレーター底部に多くが貼りつく

ように存在し，上部の水平面に近い部分には液滴成分が少ないこ

とがシミュレーションで再現できている[図1(d)]．その後，重力に

よりクラウンは降下し，クレーターは深さの復元を始めるが，シ

ミュレーションではクレーターが半球状に保っているのに対し，

実験結果では大きく歪んだ状態になっている[図1(e)]．その後，ク

レーターの回復による中心向きの流れによって Worthington ジェ

ットを形成するが，ここでジェット内部には液滴成分が多く含ま

れており，ジェット下方の液膜内に糸を引くように液滴成分が残

っていることも再現できている[図 1(f)]．また，WCSPH法を用い

た西尾らの先行研究(2)で不一致であった回復後のジェットの高さ

もシミュレーションと実験結果で一致が見られた． 

次に，シミュレーション結果と実験結果の定量的な比較を行う．

ここでは，初期液面からの最高点とクレーターの最下点，初期液

面部分におけるクレーターの直径を各々クラウン高さ 𝐻, クレー

ター深さ 𝐷, クレーター直径 𝜙 とし， 𝑈0 = 2.42, 3.13 m/s の場合

の 𝐻, 𝐷, 𝜙 の比較を各々図 2(i)-(iii)に示す．なお， 𝑈0 = 2.42, 3.13 

m/sのシミュレーション結果を各々破線と実線で示し，実験結果を

各々三角点，四角点で表した． 

まず，クラウン高さに関するシミュレーションと実験結果の比

  𝜌𝑎 =∑𝑚𝑏𝑊𝑎𝑏
ℎ

𝑏

 (4) 

  Ψ = ∫ [𝜓(𝜙) +
𝜅

2
|∇𝜙|2] 𝑑𝑉

𝑉

 (5) 

  𝜙𝑎 =∑𝑊𝑎𝑏
𝐻

𝑏

 (6) 

  𝐒 = 𝜅|∇𝜙|2𝐈 − 𝜅∇𝜙⨂∇𝜙 (7) 

  ∑𝑚𝑏

8

(𝜌𝑎
𝐹 + 𝜌𝑏

𝐹)2
𝐫𝑎𝑏
𝐹 ∙ ∇𝑊𝑎𝑏

ℎ

|𝐫𝑎𝑏
𝐹 |

2
+ 𝜂2

(𝑝𝑎
𝑛+1 − 𝑝𝑏

𝑛+1)

𝑏

=
𝜌0 − 𝜌𝑎

𝐹

𝜌0Δ𝑡
2  (8) 

  𝐯𝑎
𝑛+1 = 𝐯𝑎

𝐹 − {∑𝑚𝑏 (
𝑝𝑎
𝑛+1

(𝜌𝑎
𝐹)2

+
𝑝𝑏
𝑛+1

(𝜌𝑏
𝐹)2

)∇𝑊𝑎𝑏
ℎ

𝑏

} Δ𝑡 (9) 

  𝐫𝑎
𝑛+1 = 𝐫𝑎

𝑛 +
(𝐯𝑎

𝑛 + 𝐯𝑎
𝑛+1)

2
Δ𝑡 (10) 

  ∑𝑚𝑏

8

(𝜌𝑎
𝐹 + 𝜌𝑏

𝐹)2
𝐫𝑎𝑏
𝐹 ∙ ∇𝑊𝑎𝑏

ℎ

|𝐫𝑎𝑏
𝐹 |

2
+ 𝜂2

(2𝑝𝑎
𝑛+1 − 𝑝𝑏

𝑛+1)

𝑏

=
𝜌0 − 𝜌𝑎

𝐹

𝜌0Δ𝑡
2  (11) 



第 29 回数値流体力学シンポジウム 

B03-4 

                                 Copyright © 2015 by JSFM         3 

較を行う．図2(i)より 𝑈0 = 3.13 m/s の場合は実験結果と比べてシ

ミュレーションの方が低いクラウンが形成されるが，どちらの衝

突速度の場合も衝突後 10 ms で最高点を迎え，その後緩やかにク

ラウンが降下しており，時間スケールにおける一致は見られた． 

次に，クレーター深さに関しては図 2(ii)よりどちらの衝突速度

の場合も衝突後 15 ms で最大深さに到達し，その後一定時間最大

深さを保持する．クレーターの進入速度，最大深さともにシミュ

レーションと実験結果は良く一致しており，先行研究(2)で不一致で

あった回復速度も改善された． 

また，クレーター直径については図 2(iii)よりどちらの衝突速度

の場合も衝突後緩やかに拡大し， 𝑈0 = 2.42 m/s では 10-15 ms, 

 𝑈0 = 3.13 m/sでは 20-30 msで拡大が収まるが，その後，初期よ

り遅い速度で再び拡大を続ける．このようなクレーター直径の拡

大傾向は実験結果とシミュレーションで良い一致が見られた． 

以上のシミュレーション結果と実験結果の定性的，定量的比較

より衝突過程およびクレーター回復過程における本手法の現象の

再現性が確認できた．衝突直後の二次飛沫の形成，クレーター回

復時の気液界面形状の不一致の原因として解像度の不足が原因と

して考えられる． 

 

5. 結言 

ISPH法を用いて液滴液膜の衝突のシミュレーションを行い，実

験結果と比較した．衝突後のクラウンやクレーターの衝突過程や

その後のクレーターの回復過程を精確に再現した．今後は前述の

解像度の検証，および本手法と擬似圧縮性解法であるWCSPH 法

で計算したものとの計算精度の比較を行い，圧力算出の違いが計

算精度に与える影響の検証を予定している． 
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Fig. 1 Simulation snapshots of the droplet impact onto a liquid surface as (i) bird-eye view, (ii) top view for droplet component and  

(iii) 1 mm cross section, and (iv) experimental snapshots of the droplet impact onto a liquid surface (𝑈0 =3.13 m/s). 

 

   

Fig.2 Comparison of simulation and experiment regarding (i) crown height, (ii) crater depth, and (iii) crater diameter. 
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