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Compressible Navier-Stokes equation is theoretically the governing equation of fluid at all speed range. Low Mach 
number flows, however, have been treated as incompressible flows and CFD solver used for compressible and 
incompressible flows are quite different. On the other hand, current all speed compressible CFD scheme has ability to 
be applied to very low Mach number flows that have been traditionally treated as incompressible flows. However, some 
problems, such as a treatment of sound, wiggles found in very low Mach number flows or definition of the cut-off Mach 
number, still remain. We propose new compressible all speed CFD scheme named SMUC (SMAC inspired Mach 
Uniform Compressible scheme). Numerical examples are shown for simple low Mach number flows and one-
dimensional sound propagation. 

 

記号 

c : 音速 

e : 体積当たり全エネルギー 

ei : 体積当たり内部エネルギー 

Ê  : セル境界垂直の非粘性流束 

E
~

 : セル境界垂直の数値非粘性流束 

h : エンタルピー 

m  : 質量流束ρVn 

M : マッハ数 

Mc : カットオフマッハ数 

n : セル境界法線ベクトル(xn,yn,zn) 

R̂  : セル境界垂直粘性流束 

R
~

 : セル境界垂直数値粘性流束 

p : 圧力 

p~  : セル境界数値圧力 

Q  : 保存変数  Tewvu ,,,,   

s  : 面積もしくはエントロピー 

t  : 時間 

u : 速度ベクトル 

Vn : セル境界垂直速度 

V  : セル体積 

x,y,z : デカルト座標 

diff(q) : 差分オペレータ (q R- q L)/2 

ave(q) : 平均オペレータ (q R+ q L)/2 

ρ : 密度 

μ : 分子粘性係数 

μT : 乱流粘性係数 

 下付き 
i : セルインデックス 

i,j : セル‘i’の‘j’番目のセル境界 

L : セル境界の左側 

R : セル境界の右側 

 
1. はじめに 
全ての実在流体は圧縮性を有するので、原理的には、圧縮性NS

方程式は、全てのマッハ数における流体の支配方程式である。し

か、日常の水の流れ等、低マッハ数流れでは、密度がほぼ一定と

みなせることから、非圧縮を仮定した非圧縮性 NS 方程式が用い

られるのが普通である。方程式が違っているので、その数値解法

においても、両者で基本的スキームが異なっており、歴史的に違

った進化を遂げている。[1-4] 
低マッハ数の流れ場は、ほぼ非亜圧縮性NS方程式に従うが、音

波が共存する場合、これを取り扱うことは出来ない。流れから発

生する音は、音と流れを別に扱う分離解法でも対処可能であるが、

音が流れ場に影響する現象では、低マッハ数流れと音波の同時解

法が必要である。気柱共鳴やエンジン燃焼器内の燃焼振動の問題

などがそれにあたる。 
圧縮性CFD解析（密度ベースソルバー）を低マッハ数流れに適

用するには、 
(a)音速と移流速度の大きな比によるスティッフネス 
(b)数値スキームに含まれる低マッハ数の移流には過大な数値散

逸 
(c)圧力や密度などの変動量が非常に小さくなることによる丸め

誤差 
等の問題がある。この中で(c)は、変動量を変数にするなどで解

決可能なので、本質的な問題は(a)(b)である。 
課題(a)(b)に対し、時間微分前処理法[5,6]や、その概念を活用した

陰解法[7]、圧縮性CFD スキームに含まれる数値散逸を低マッハ数

で適切に制御する全速度Riemann 流束等の開発により、制限はあ

るものの、圧縮性CFDによっても、非圧縮に近い低マッハ数流れ

場を計算することが可能となった。[9,11]しかしながら、マッハ数が

低下するほど、圧力に対する散逸が強くなり、圧縮性スキームに

期待される音波の計算が十分できないことや、流れ場毎に必要な

Mc(カットオフマッハ数)の調整等の課題が残されている。 
また、一方、非圧縮CFDの流れをくむ、圧力ベースソルバーに

よっても、同時解析が実現されている。[10]しかし、上記の密度ベ

ースソルバーと同様の圧縮性CFDの衝撃波解像度・堅牢性を実現

するには、困難を伴うのではないかと考える。また、密度ベース

ソルバーも、陰解法の簡略化の工夫などにより、圧力ベースソル

バーと、かなり似たスキームになるが、マッハ数 0 でも両者は一

致せず、微妙な差が残る点も謎である。 
本研究の動機と目的は二つある。 

(1) 互いの関係が分かりにくい、密度ベースと圧力ベースの圧縮

性CFDを、既存のδ形式陰解法、有限体積法など密度ベース

ソルバーの枠組みの中で統合する。 
(2) 圧力ベースソルバーの特徴を活用することで、Mcの調整な

しに、任意の低マッハ数流れと音波の同時解析を可能とする
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新ソルバーSMUC(SMAC inspired Mach Uniform Compressible 
scheme)を提示する。 

SMUC は、これまでも様々な有効なスキームが構築されてきた

陰的MUSCL(Monotone Upwind Scheme for Conservation Laws)の枠

組みの中で、δ形式の陰解法とSLAU系のRiemann流束からなる。 
まず、エントロピー変数で書かれたδ形式陰解法の近似因数分

解の工夫により、非圧縮性CFDにおけるSMAC法[2]と、ほぼ同じ

スキームが導けることを示す。（ここでは GC-SMAC(Generalized 
Compressible SMAC）と呼ぶ） 
次に、SLAU 系Riemann 流束の改良により、音波の計算能力を

保持したまま、不要な振動を防ぐことが出来る新しいRiemann 流

束：UD(Uniform Dumping)-SLAUを提案する。また、UD-SLAUに

含まれる数値散逸のGC-SMACとの親和性も示す。 
本論文では、SMUC の定式化の提示後、いくつかの数値例でそ

の有効性を示す。 
 

2.エントロピー変数での基礎方程式とSMAC的陰解法 
低マッハ数での圧縮性 CFD の効率的な計算の鍵は、大きな

Courant数の利用を可能とする陰解法である。GC-SMACの導出の

ために、エントロピー変数を用いた圧縮性 NS 方程式からスター

トする。 
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τ,q は各々粘性テンソル、熱流束ベクトルである。粘性項の取

り扱いは、通常と同じなので詳細は省略する。次に空間方向は微

分のまま残して、時間方向に陰解法を用いて半離散化する。 
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θ=1の時、時間2次精度、θ=0のとき時間一次精度である。 
非線形方程式を解くため un+1 等についての Newton 反復を導入

する。Newton反復回数カウントをkとし、簡略化のため、係数の

上付き kを省略し、δt’を単にδtと書く。 
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ここで、左辺粘性項は固有値などを用いた近似化の利用を意識

して簡略化している。また、右辺は次の様に定義される。 
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上付き添え字のないものはニュートン反復の k ステップ目の値

を用いる。左辺は、近似的には、任意の変数のセットでの離散化

からの変数変換で得られる。具体例については4節で述べる。 
式(12-14)を解いて得られたエントロピー変数の変化量を保存変

数等の変化量に変換し、物理量を更新して反復を行う。収束すれ

ば右辺=0が成立し、これは、式(7-9)の陰解法が成立していること

を意味する。現実的には適切な閾値を設けるとか反復回数を指定

する。 
右辺の微分オペレータを近似因数分解し、次の２ステップで解

く。(Appendix B参照) 
第一ステップ(移流)： 

******* uu
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第二ステップ(圧力)： 
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式(22)を式(23)に代入； 
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整理し、左辺には様々な近似が許容されるので、密度差分に近

似を加えて、 

 

**2**

22

u

u




















ctp

pctp
p

R
tp p

   (28) 

式(28)を解いて得られた圧力変動分を式(24)に代入して、 終的

な速度変動分を得る。エントロピー変数ベクトルの変動分が得ら

れたら、再び、保存変数等に変換して次時間ステップに進む。 
この手法は、左辺と右辺の差分近似が同じで、C→∞の場合には、

非圧縮性流体解析で用いられるSMAC法と、ほぼ同じスキームに

帰着し、SMAC 法を特殊な例として含む一般化とみなせるので、

ここでは GC-SMAC (Generalized Compressible SMAC )と呼ぶ

(Appendix A) 
また、式(21)-(26)で示される、二段解法は因数分解誤差の観点か

ら、低マッハ数領域では 良の選択であることを示すことができ

る。(Appendix B) 
 
3. 第二ステップの数値解法 
左辺の離散化において、第一ステップは、移流速度での移流と

拡散のみであり、移流速度を特性速度としたLU-SGS[4]等を用いれ

ば特に困難はない。時間微分前処理を含む様々な圧縮性陰解法等

が、第二ステップの Stiffness 回避のための計算法の違いで説明さ

れることが示される。(Appendix C) 
第二ステップに関して、非粘性の場合、式(28)に対し構造格子に

も非構造格子にも適用可能な離散化手法として有限体積法を用い

ると，次のように書ける．（保存系ではない．） 
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また，次式の関係及び，定義を用いる． 

0,, 
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圧力の移流を風上化し、セル境界の値を次の様に定義する。 
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ここでΔhi,jは，セル中心間の距離のセル境界垂直ベクトルへの

射影距離である． 
これらを用いると式(29)は次のように書ける． 
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ただし、下記の関係を用いた。 
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また，式(34)は次のように書き直すことが出来る． 
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ここで、Cnlは音速ベースの局所クーラン数に相当する。これは、

LU-SGS 等に用いられる圧縮性 CFD の数値散逸がスペクトル半

径； 

cVn      (39) 

に比例することと比較すると、音速が2Cnl倍された形になって

いる。 
圧力に対する右辺離散化にも、スキームに内在する数値散逸が

含まれることや、粘性の簡易的な扱いを考慮して、 終的にσを

次のように定義する。 
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また、式(24,28)の評価に必要な下記の項は、中心差分的に次のよ

うに評価する。 
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4. 右辺の評価 

GC-SMAC はδ形式で書かれているので、右辺には安定性や精

度の異なる様々な離散化を用いることができる。ここでは、保存

変数に対するMUSCL有限体積法の例を示す。 
圧縮性Navier-Stokes 方程式は積分形式で次のように書ける． 

  0)ˆˆ(   dsdvt REQ   (44) 

本論では非粘性流束の評価に集中する．非粘性流束は次のように

書ける． 

  ΝΦE pm  ˆ     (45) 

 
nVm       (46) 

  Thwvu ,,,1     (47) 

   Tnnn zyx 0,,,0     (48) 

/)( peh      (49) 

これを多面体（二次元では多角形）の計算セルに適用することに

より，構造/非構造格子に共通の有限体積法の基礎式が得られる．  

0)
~~

(
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,,,  
j

jijiji
i

t ds
V

REQ   (50) 

流束が正確な平均であれば式は厳密である。MUSCL では、セル

内再構築で高次精度を実現し、一般には、不連続を含む、セル境界

の左右の物理量から Riemann 流束を用いて非粘性流束を計算する。 
エントロピー変数での右辺、式(18-20)は、エントロピー変数ベ

クトルを s として、上記離散化から変数変換で次のように得られ
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る。Newton反復が収束すれば右辺=0が成立する。 
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5. 不要な圧力擾乱減衰のためのSLAU系スキームの改良 
 Riemann 流束として、簡単かつ堅牢であり、低マッハ数での散

逸が少ないAUSM[8]族スキームのSLAU[9]を基礎とする。 
AUSM族スキームの非粘性数値流束は、次の様な形式で書ける。 
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質量流束による輸送と圧力が分離され，質量流束の符号により

風上化されている．質量流束m ，境界圧力 p~ の違いにより様々な

AUSM 族スキームが定義される．全速度スキームの SLAU[9]に対

しては，次の様に定義される．（強い非対称膨張への対策項は省略

している．） 
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χは次のように定義され，M=0→1 で χ=1→0 となり，亜音速で

の数値散逸を制御している． 
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非常に低いマッハ数の場合に問題になるのが、質量流束中の圧

力差分項の無次元係数 fpである。オリジナルのSLAUでは次のよ

うに定義され、低マッハ数では fp≈1となる。 

pf      (64) 

質量流束中の圧力差分項は密度変動の抑制を通して、圧力に対

する数値散逸として働く。例として，一次元で空間一次精度かつ

速度0の場合を考える。 

  xx
p

iii
p

t p
c

xf
ppp

xc

f

2
2

2 11





    (65) 

更に，等エントロピーを仮定すると， 
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これは圧力の拡散方程式であり，fp が圧力の拡散量をコントロ

ールしていることが分かる．式(15)は、次の厳密解を持つ．ここで，

Tdは減衰特性時間である． 
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Tを周期、Lを波長として、音波の関係式を代入すると、 
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これは、fp が定数であれば、減衰特性時間は格子サイズによっ

て異なり、格子が精細な部分では不要な擾乱も含め、圧力変動が

減衰しにくい事を示している。そこで、減衰特性時間が、格子サ

イズによらない fp の定義として、時間次元の制御変数 Tc を用い

て次の様な形式を考える。 

x
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これを用いた場合、減衰特性時間は，下記のように表せる． 

T
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したがって，減衰特性時間は、格子サイズによらず、かつ、次の

条件が満たされれば、減衰特性時間が周期より十分長くなる。 

TTTT dc     (72) 

したがって，Tc が音波の周期よりも十分小さいという要請が満

足されれば，減衰特性時間は周期より十分長くなり，大きな減衰

なしに音波を計算できる．逆に，周期が，Tc以下では，格子サイ

ズによらず、減衰が大きくなりノイズを抑制する効果が期待され

る．また、Tcをどれだけ小さくしても、オリジナルSLAUの陽解

法で計算できる以上に短い波長は計算できないので， 終的に次

を用いる． 












x

Tc
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音波の減衰が格子サイズによらず、一様になることから、この

数値流束スキームをUD(Uniform Dumping)-SLAUと名づける。 
UD-SLAUでは、右辺の数値散逸が増強されることになるので、

それに対応して、LU-SGS陰解法等に用いられる、スペクトル半径

も次のように変更する必要がある。 

c
x

Tc
VcV c 









 ,1max    (74) 

一方、GC-SMACの場合には、式(41)との比較から下記のように

定義することで安定性が確保できる。 
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c
jniji Cnl

x

Tc
cdV ,,, 2,,1max  (75) 

式(37,38)および式(73)の比較より、下記が成立していれば、GC-
SMAC側は変更なしに安定に計算可能なことが分かる。 

cTt 2     

 (76) 
非定常計算の時間刻みより短い周期の音波は解像できないのは

明らかであり、そのような音波はノイズでしかあり得ない。そこ

で、非定常計算の場合には、次の定義をTcのデフォルト値とする。 

tTc       (77) 

この選択は、式(73)からも明らかなように、音速ベースのCourant
数を1以下とした時にはオリジナルのSLAU に戻るということも

意味しており、高速側スキームとの連続性の点でも自然である。

注意点として、Tc は定数でないと数値振動を招くことが数値実験

で判明しているので、∆tの変動を許す場合でもTcは、固定してお

く必要がある。 
 

6. 他のSLAU系スキームとの比較によるUD-SLAUの特徴 
運動量の散逸がMに比例する低散逸スキームの場合，単調性条

件からは、低マッハ数で、fpが1/Mに比例する必要があり[7,11]、例

えば次のように定義される 

M
f p 2

1

1






     (78) 

式(78)を式(68)に代入すると、 

T
x

L

f

M
T

p
d 


2
    (69) 

したがって、マッハ数が下がるほど、また、格子が大きくなるほ

ど、音波の減衰が早くなることが分かる。WS-SLAU[11]では、圧力

差分からウィグルを検知し、必要な場所だけで数値散逸が働くよ

うな工夫をしているが、計算が複雑になるとか、非常に低いマッ

ハ数では、数値散逸が十分小さくなる保証がない等の問題も残さ

れている。更によどみ点での 0 割を防ぐための Mc の導入が必要

になることは共通の問題である。 
一方、UD-SLAUでは fpはマッハ数に無関係にTcによって制御

されるが、この挙動を評価してみる。低マッハ数流れでは、 小

格子サイズと移流速度から決まる特性時間が、数値計算で発生し

うる現象の時間スケールを決める。したがって、時間刻みは、非

定常計算において、下記のように定めるのが普通である。 

U

x
t


     

 (79) 
等間隔格子を仮定し、これを、式(77)を考慮してUD-SLAUに適

用すると、式(73)は、 

MMU

c
f p

11
,1max 






    (80) 

即ち、低マッハ数での非定常計算に適切な時間刻みを選べば、

等間隔格子では、ほぼ単調スキームが実現される。格子依存性に

関しては、前項に示されたとおりである。 
 

7. 数値例 
7.1 2次元翼型(NACA0012)周りの非粘性流れ 
 定常解への収束加速に対する一例として、NACA0012 翼型の

非粘性流れにおける収束の様子を示す。O 型格子を用い、移流速

度ベースの Courant 数が 1 程度になるように時間刻みを定めてい

る。一次精度陰解法を用い局所時間法は併用していない。 
Fig.1-3 に M=0.5.0.1,0.01 での速度場の収束履歴を SLLAU と

MFGS,TC-PGS1[7]、GC-SMAC の組みあわせおよび SMUC (UD-
SLAU+GC-SMAC)について示す。どのケースも時間ステップは

10000で固定し、横軸はCPU時間を取っている。 

 
Fig.1 History of velocity residual of flow around NACA0012 at 

Mach=0.5. 

 
Fig.2 History of velocity residual of flow around NACA0012 at 

Mach=0.1. 

 
Fig.2 History of velocity residual of flow around NACA0012 at 

Mach=0.01. 
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M=0.5 では、どれも大差なく、また 1 ステップあたりの計算時

間にも大きな違いはないことが分かる。M=0.1,0.01 と低下するほ

ど、GC-SMACやSMUCの優位性は明らかになる。MFGSの計算

時間が多いのは、内部反復を残差が初期の1/10に落ちた時点で打

ち切っているので、残差が落ちにくくなって、GS反復回数が増え

ているのが原因である。GC-SMACではSSORを用いている。 
Fig.4,5 に SLAU+GC-SMAC と SMUC の翼後縁 10%翼弦長付近

の圧力分布を示す。SLAU では、O 型格子による格子の歪みに起

因するウィグルが生じているが、UD-SLAUでは解消されている。 
 

 
Fig.4 Enlarged view of the contour of the pressure coefficient at 10% 

chord of the trailing edge of NACA0012 airfoil computed using GC-
SMAC and SLAU. Mach=0.01.  
 

 
Fig.5 Enlarged view of the contour of the pressure coefficient at 10% 

chord of the trailing edge of NACA0012 airfoil computed using GC-
SMAC and UD-SLAU. Mach=0.01.  
 
7.2 非定常流れ場でのNewton反復の収束 
 Re=100 の円柱周りの剥離流れを対象に、非定常計算中の、

Newton 反復の収束状況を示す。Fig.6-8 に 5 時間ステップでの

Newton反復での速度、圧力、密度の収束履歴を示す。Newton反復

は20回、内部反復は初期残差1/10までの収束としている。SMUC、
MFGS、TC-PGS1の比較を示す。MFGS,TC-PGS1にはSLAUを組

み合わせている。またGC-SMACの内部ソルバーはSSORである。 
圧力と密度は同様の傾向を示しており、（高マッハ数向きの）

MFGSが も早く、SMUCとTC-PGS1はほぼ同じである。速度に

関しては、SMUCが も早い。 
相対的計算時間は、MFGS:TC-PGS1:SMUC=1.00:0.54:1.17である。

計算時間を考慮すると、総合的には、TC-PGS1が 速と思われる。

しかし、後述のように TC-PGS1 は音波の計算には向かないので、

音の解析を伴わない場合に限られる。音波の解析が可能な MFGS
とSMUCを比較すると、MFGSは速度の収束が遅すぎて、実用に

は耐えない。したがって、同時解析に対してはSMUCが 速と考

えられる。 

 
Fig.6 History of velocity residual including the Newton iteration of the 

flow around cylinder at Mach=0.01 and Re=100. 

 
Fig.7 History of pressure residual including the Newton iteration of the flow 
around cylinder at Mach=0.01 and Re=100. 

 
Fig.8 History of density residual including the Newton iteration of the 
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flow around cylinder at Mach=0.01 and Re=100. 

 
Fig.9 1D sound propagation computed using SMUC. 

 
Fig.10 1D sound propagation computed using TC-PGS1. 

 
Fig.11 1D sound propagation computed using FGMRES. 
 

7.3 一次元音波 
陰解法によっても原理的には、時間刻み、空間刻みが、周期、波

長よりも充分小さければ、音波の計算は可能である。ここでは、

一波長あたり 400 セル、Courant 数 10 での一次元音波（空間三次

精度、時間二次精度）の解析例を示す。低マッハ数流れ場でも、音

波だけの計算であれば、格子の工夫でもっと効率的な計算は可能

であるが、乱流など複雑な流れ場の内部を通過する音波の効率的

な計算には、流れ場を中心に考えた格子と時間幅での、このよう

な条件での計算が必須となる。参照値としては MFGS と Newton
反復 8 回を組み合わせたものを用い、これは、ほぼ厳密解と一致

している。 
Fig.9にSMUC（UD-SLAU+GC-SMAC）のNewton反復を、8,16,32

と変えた結果を示す。またTable 1に各ケースのまとめと無次元化

した計算時間を示す。SMUCでは、MFGSより多い32回の反復を

必要としている。これは、SMUC に含まれる圧力に対する陰的散

逸が MFGS よりの大きいことによる。ただし、これは SMUC が

MFGS より計算効率が劣ることを意味するわけではない。低マッ

ハ数では流れ場の時間精度の要請から MFGS の方が多くの

Newton 反復を要し、計算の効率が大幅に劣るので、総合的には

SMUCの方が効率が良いと考えられる。また、SMUCの数値散逸

はCourant数に、ほぼ比例するので、音波の計算を、それに適した

大きな格子で行うなら条件は良くなる。なお、Riemann 流束を

SLAUに変えても結果は、ほとんど変わらない。 
これは、Fig.9 に示す、（時間微分前処理法の考え方を用いた）

SLAU+TC-PGS1の結果と比較すると明らかである。ここでは、低

マッハ数流れ場への適用を配慮して、Mc=0.01としている。MFGS
と同程度の結果を得るには 300Newton 反復を要している。Mc が

小さくなると更に条件は厳しくなる。これは、Mcを必要としない

SMUC に比べて大きなデメリットである。また、格子が粗くなっ

ても、Mcの影響はなくならない点も欠点である。 
Fig.10 に文献[7]では も効率の良かった、TC-PGS1(Mc=0.01)を

行列前処理に用いたF(Flexible)GMRESの結果を示す。FGMRESで

は 8Newton 反復程度で収束している。計算時間は SMUC の 63%
程度であり、このケースではSMUCを含めても 速である。ただ

し、行列前処理にTC-PGS1を用いるので、同様にMcの調整が必

要であり、マッハ数が更に低下すると計算効率の劣化は避けられ

ない。 
Mcの調整が不要であり、格子が音波の解像に必要な程度になれ

ば、自動的に、収束性が向上するSMUCには、低マッハ数流れと

音波の同時解析において、大きなメリットがあると言える。 
 
Table 1.  Schemes and relative CPU time of 1D sound propagation 

cases. 

 

 
8. まとめと今後の課題 
圧力ベース圧縮性ソルバーのアイデアをδ形式陰解法と

MUSCL有限体積法の枠組みに導入したSMUC法を提示し、その

定式化と数値例を示した。 
・SMUC法は、MUSC陰的有限体積法の枠組みの中で、影響の

大きい、陰解法（GC-SMAC）とRiemann流束（UD-SLAU）の

組み合わせからなる。 
・GC-SMACは、時間微分前処理の応用による手法とは異なり、

Mcなど流れ場依存のパラメータの調整なしに非常に低いマッハ

数まで安定に計算が可能である。計算効率に関し、亜音速以上で
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CASE Scheme #Newton Rel. CPU
MFGS 8 SLAU+MFGS 8 1.00
UD-SLAU+SMAC 8 UD-SLAU+SMAC 8 1.21
UD-SLAU+SMAC 16 UD-SLAU+SMAC 16 2.42
UD-SLAU+SMAC 32 UD-SLAU+SMAC 32 4.83
TC-PGS1 8 SLAU+TC-PGS1 8 1.00
TC-PGS1 100 SLAU+TC-PGS1 100 13.06
TC-PGS1 200 SLAU+TC-PGS1 200 26.42
TC-PGS1 300 SLAU+TC-PGS1 300 39.90
FGMRES 2 SLAU+FGMRES 2 0.78
FGMRES 4 SLAU+FGMRES 4 1.53
FGMRES 8 SLAU+FGMRES 8 3.07
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は、MFGS等と同等であるが、大きなメリットは無い。M<0.1以
下では従来法に比べて優位は明らかである。 
・UD-SLAUでは、SLAU系スキームの低マッハ数特性の鍵であ

る、質量流束項中の速度差分項を、GC-SMACと親和性の高い方

法で修正することで、これまで、低マッハ数での安定化に必要で

あった、Mcの調整を取り除いた。更に、低マッハ数の流れ計算

と音波の計算が同時に可能であることを、簡単な数値例で示し

た。 
 今後の課題として次の点があげられる。 
・本論では十分に述べることが出来なかったが、内部線形反復に

関し、MFGS、TC-PGS1とGC-SMACは、性質が異なっており、

MFGS等で得られているノウハウでは十分ではない。MFGS等で

は、過剰緩和は有効ではないのでSGSを用いて20回以下程度の

反復で初期残差から1/10に低下し、これがトータルの計算時間

短縮には 適であることが分かっている。一方、GC-SMACに関

しては過剰緩和が有効である。反復回数に関しては、初期残差の

1/10まで収束の収束に50-250回のSOR反復を要している。 
・GC-SMACに対し、現状は、単純なSSOR法を用いているが、

圧力ベースソルバーで用いられる、より洗練された手法の利用が

有効な可能性がある。 
・検証は、基本的な流れ場や音の伝播にとどまっているので、よ

り現実的で複雑な流体-音響連成問題での実証が必要である。 
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APPENDIX A:SMAC法との類似性 
2.項で定式化を示した GC-SMAC に対して、時間一次精度陰解

法を用い、Newton反復を一回に留める。更に初期値を前ステップ

値に設定し、第一ステップ式(21)に式(18)を代入する。 
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左右の微分オペレータの一致と粘性項の線形性を仮定すると、

次の様に書きなおせる。 
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ここで次の定義を用いている。 

**** uuu  n     (A-3) 

これは移流等を陰的に扱っているが、SMAC 法の移流ステップ

に相当する。 
同様に第二ステップは、式(24)に式(15)(18)を代入して、 
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左右の微分オペレータが一致し粘性項を線形と仮定すると、次

の様に書きなおせる。 
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c>>U の場合、c2 の掛った項のみが残って、下記のようになり

SMAC法の圧力ステップと一致することが示される。 
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したがって、非圧縮性 CFD の SMAC 法は、GC-SMAC の特別

な場合であることが示された。 
 
Appendix B: 因数分解誤差分析のためのオーダー評価 
スキームの構築には、ほとんど影響しないエントロピーを簡単

化のために省略し、速度と圧力を合わせてベクトル表記するとと

もに．微分オペレータを次のようにグループ化する． 











p

u
s      (B-1) 


















00

0
u

R
uA

un

uu
   (B-2) 













 


00

1
0

pu A     (B-3) 












0

00
2cup 

A     (B-4) 



第 29 回数値流体力学シンポジウム 
B05-1 

 



















p

Rpnpp uA 0

00
   (B-5) 

この表記を用いて式(11)(12)は次のように書き直す事が出来る。 

   *ssAAAAI   ppuppuuut   (B-6) 

式(21)-(26)の二段解法は、次の近似因数分解と同等である。 

      *ssAAAIAI   uppppuuu tt  (B-7) 

この因数分解には、次のような因数分解誤差が含まれる。 
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ここで、微分オペレータの乗算の次の関係を用いた。 
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近似因数分解に誤差は避けられないが、できるだけ、これを小

さくする必要がある。因数分解誤差評価のため、各微分作用素の

次元解析を行う。高 Re 数流れを意識し,粘性項の影響は小さいも

のとする。 
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ここで、C,U は音速および移流速度の代表スケールであり、圧

力変動量に関しては、次の関係を用いた。 

   2UOppO  
   (B-14) 

低マッハ数では C>>U であり式(B-12)だけが極めて大きい。し

たがって、低マッハ数では
up A のかかる項が誤差に残らないよう

にする必要がある。このような二項への因数分解は、(B-7)以外に

は、次の１通りしかない。 

    *ssAIAAAI   ppuppuuu tt  (B-15) 

式(B-15)は次のステップから成る。 
第一ステップ： 

**111 1
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R
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*12** pctp n   u    (B-17) 

第二ステップ： 

**111 pp
p

R
ptp npnnn  












  u  (B-18) 

即ち、圧力の移流拡散項が第二ステップに分離されただけで、

他は第一ステップに残されていて、元の式から殆ど簡略化されて

いない。低マッハ数では、圧力の移流拡散は、殆ど無視して良い

ことを考えると、式(B-15)を採用する価値はない。したがって式(B-
7)から導出されるSMAC的な手法は低マッハ数流れへの応用にお

いて良好な唯一のスキームであるということになる。 
  

Appendix C: 他の圧縮性陰解法との比較、時間微分前処理法と

の関係 
第一ステップには、数値的取り扱いの困難はなく、如何に第二

ステップを計算するかが鍵である。要は、式(24)(25)の離散化式が

構成する、疎行列が反転できれば良い。ここで問題になるのが左

辺を構成する疎行列の優対角性である。SORなどの古典的な手法

で必須であるし、GMRES 等のKrylov 部分空間法を用いる場合に

も、近似LDU分解などを用いた行列前処理が効率的な計算には必

須であり、そこでは、やはり優対角性が必要となる。GC-SMACで

は、圧力の移流を風上法で離散化することで、無条件優対角とな

る。 
一方、LU-SGS の様な圧縮性陰解法では、式(24)(25)の速度と圧

力を連立させた状態で解く。優対角にするには、特性速度に応じ

た数値粘性を加える風上化が必須である。説明の簡単化のために

一次元非粘性の場合を考える。式(24)(25)はマトリックス表記で次

の様に表わせる。 
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この固有値は、下記となる。 

2

4 22 cuu 
    (C-3) 

したがって、優対角化のために風上差分を用いると、この固有

値が係数となる数値散逸が加わることになる。|U|<<c の時、固有

値は、ほぼ音速に等しく、この数値散逸は速度場に対して過大で

あり数値散逸が支配的となってしまって誤差が大きくなる。この

ような問題は高亜音速では生じない。 
一方、Weiss-Smithの時間微分前処理法を用いると、係数行列は

次の様に変化する。 
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これにより、固有値も次の様に変化する。 

2

4
'

2222 cuu  


   (C-5) 

したがって、εがマッハ数のオーダーであれば、固有値も移流

速度のオーダーとなり、速度場に対して適切なスケールとなる。

ただし、物理的な時間発展は計算できなくなる。 
GC-SMAC では方程式レベルでの変形で行列の性質を変えるこ

とで、数値散逸の付加なしに優対角性が確保できていることがメ

リットであるといえる。 
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Appendix D: 第二ステップの数値解法詳細 
非粘性の場合、式(28)を構造格子にも非構造格子にも適用可能な

手法として、有限体積法により離散化すると，次のように書ける．

（ただし，保存系ではない．） 
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また，次式の関係及び，定義を導入する． 

0,, 
j

jiji dsn     (D-2) 

jiijinV ,, nu      (D-3) 

圧力の移流を風上化するため、セル境界の値を次の様に定義す

る。 
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または，次のようにも書ける． 

j

jnijni

i

jnijni

jiiji p
VV

p
VV

p 
22

,,,,

,,





nu  (D-6) 

式(D-5)でΔhi,jは，セル中心間の距離のセル境界垂直ベクトルへ

の射影距離である． 
これらを用いると式(D-1)は次のように書ける． 
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      (D-7) 
ただし、下記の関係を用いた。 

0,, 
j

jijni dsV      (D-8) 

対角項と非対角項を分離すると， 

*
,

,

2
,,

,

,

,

2

2

2
1

pdsp
h

tcVV

V

t

pds
V

h

tc

V

t

j
jij

ji

jnijni

i
j

ji

jni

ji



























































 (D-9) 

また，優対角条件は，下記で表わされる。 
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ここで、(D-8)を用いて次のように整理される。 
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      (D-11) 
したがって，式(D-10)は無条件に成立する．一方、圧力の移流を

中心差分で評価すると、CFL 的条件の元でのみ優対角となること

を示せる。 
また，式(D-7)は次のように書き直すことが出来る． 
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cCnlV jijniji ,,, 2    (D-13) 
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ここで、Cnlは音速ベースの局所クーラン数に相当する。圧力に

対する離散化にも、圧縮性スキームの数値散逸が含まれることと

粘性の簡易的な扱いを考慮して、 終的に次のように定義する。 
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Appendix E: M=0.1 UD－SLAUと各種陰解法の組み合わせ 
 UD-SLAU は SLAU 等と容易に入れ替え可能なRiemann 流束な

ので、単独で利用が可能であり、その場合でも不要な高波数音波

をダンピングする効果が期待できる。ただし、数値散逸の性質が

変わっているので、陰解法の修正等が必要となる。 
UD-SLAUを既存のCFDコードに組み込むための予備調査とし

て、種々の陰解法と組み合わせた場合の収束特性を比較する。テ

ストケースとしては、M=0.1のNACA0012翼型周りの非粘性流れ

を用いる。本文中に示したように、より高マッハ数では差は小さ

くなり、逆に、より低マッハ数では、違いがより明確になる。 
 用いる手法は、Riemann流束としてはSLAUおよびUD-SLAU、
陰解法としては、LU-SGS、MFGS、TC-PGS1、GC-SMACであり、

両者の組み合わせ8通りに関してテストを行った。 
 LU-SGSとMFGSに関しては、安定化のため、本文中の式(74)に
従いスペクトル半径を変更している。TC-PGS1では、圧力の陰的

数値散逸を独立して変更できるので、その中の音速のみを変更し

ている。 
Fig.F1 に全ケースの比較、Fig.F2 に Riemann 流束に UD-SLAU

を用いた場合のみ、Fig.F3 にRiemann 流束にUD-SLAU を用いた

場合のみを示す。 
まず、UD-SLAU 導入の影響については Fig.F1 に示されるよう

に、LU-SGS、MFGSに関しては、収束性が悪化、TC-PGS1、GC-
SMAC に関しては逆に収束性が改善している。これは、TC-PGS1
と GC-SMAC では、陰解法の中で圧力の数値散逸だけを、UD-
SMAC に釣り合う形で独立に増強できるのに対し、LU-SGS、
MFGS では全変数で共通に大きくなってしまうので、数値散逸が

過大になり、収束性が悪化したものと思われる。 
Fig.F2 に示されるように、M=0.1 程度の極端ではない低マッハ

数で、SLAU との組み合わせであっても、低マッハ数用の陰解法

であるTC-PGS1 やGC-SMAC の優位さは明らかである。ただし、

TC-PGS1は、この程度のマッハ数では、LU-SGSやMFGSに比べ

て、2倍程度の高速化に留まるので、あえてスキームを入れ替える

ほどのメリットは無いとも言える。（より低マッハ数ではメリット

は明確になる。）一方、GC-SMAC は TC-PGS1 よりも更に倍程度

高速であり、改善は明らかである。 
UD-SLAU の場合には、前記のように、LU-SGS、MFGS では、

収束性悪化、TC-PGS1、GC-SMACでは改善と、差を拡大する方向

に働くので、GC-SMACの優位性は更に明確になる。（Fig.F3）LU-
SGSと比較すると、GC-SMACは20倍程度高速である。また、LU-
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SGS は、MFGS を1 往復反復に限定したのと、ほぼ同等なので、

LU-SGSで収束が振動的になっているのは、GS反復の収束が不十

分なためではないかということがMFGSとの比較から予想される。 
結論として、LU-SGS、MFGSとUD-SLAUとの組み合わせは可

能ではあるが、効率を考えると、GC-SMAC の利用は必須と云え

るレベルである。 

 
Fig.F1 History of velocity residual of flow around NACA0012 at 
Mach=0.5 for the combinations of each implicit scheme and Riemann flux. 

 
Fig.F3 History of velocity residual of flow around NACA0012 at 
Mach=0.5 for the combinations of each implicit scheme and SLAU. 

 
Fig.F2 History of velocity residual of flow around NACA0012 at 
Mach=0.5 for the combinations of each implicit scheme and UD-SLAU. 
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