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A new compact high-order variable reconstruction scheme for finite-volume methods is proposed. The approximation of 
derivatives is split into multi-step first-order least-squares methods, and then converges during iteration. In a time-
dependent problem, the converged value at the previous time-step is used as an initial value of the iteration, and thus the 
iteration converges efficiently. The present scheme is used for reconstruction of a test function, and then, it is confirmed 
that the scheme has the designed accuracy. In a vortex-advection problem, grid-convergence is again confirmed. No 
serious instability is observed when the spatial accuracy is enhanced. In addition, it is shown that only one iteration of 
the reconstruction per time-step gives sufficient convergence under a stable CFL condition of the time-explicit scheme, 
and that high-order accuracy is achieved efficiently. 
 

 
１． 序論 

航空機のような複雑形状周りの計算格子には，格子配置の柔軟

性の大きい非構造格子が適している．非構造格子では従来，Green-
Gauss法や重み付き最小二乗法(Least-squares method: LSQ) (1, 2)でセ

ル内の変数の勾配(1 階微分値)を再構築することで計算が行われ

てきた．これらの手法では，一般的には再構築される勾配が空間1
次精度以下に留まることや，流束の面積分の精度などの要因から，

空間精度は 2 次に留まる．しかし，乱流や音波等の非定常現象の

シミュレーションでは，解像度の観点から，より空間高次精度の

スキームを用いることが望ましい． 
非構造格子上での有限体積法に基づく高次精度スキームは，こ

れまでにも提案されてきた(3-6)．空間2次以上の精度を持つスキー

ムは，各セルで更新された変数のセル平均値を用いて各時間ステ

ップの冒頭でセル内の物理量の分布を再構築することによって得

られる．Barth ら(3)は任意形状の非構造格子において任意精度の再

構築が得られるk-exact法を提案している．しかし，空間精度が高

くなるにつれて，再構築におけるステンシルが外側に広がり，計

算量，メモリ消費の増大や並列性の悪化が生じる． 
有限体積法ではセル内でセル平均量のみを時間積分するのに対

し，セル内における時間積分量を複数設定することによって高次

精度を得る手法も存在する．例としては Discontinuous-Galerkin 
(DG)法(7)，Flux-reconstruction 法(8)，Spectral-volume/difference 法(9, 10)

などが挙げられる．これらの手法では各自由度に対する時間発展

方程式を解いてセル内分布を更新することにより，有限体積法に

比べステンシルをコンパクトにできる利点を持つ．一方で，計算

量が増大することや，CFL上限が低いこと(8, 11)，任意形状のセルに

対する定式化が困難であることなどが問題となる． 
有限体積法においてよりコンパクトなステンシルで再構築する

手法については近年，いくつかの研究グループによって提案され

ている．また Haider(12)らは再構築を複数ステップに分割し，隣接

セルのみの参照で実質的に広いステンシルを用いた再構築を行う

手法を提案している．また，Wangら(13)は反復計算を用いて三重対

角行列を反転することで陰的に再構築を行うスキームを提案して

いる． 
 本研究では，変数の再構築を複数ステップの最小二乗法に分割

し，反復計算を導入することで，隣接セルのみの参照で任意の精

度の変数分布を得る方法を提案する．各ステップは 1 次の最小二

乗法であるため，上記の手法に比べ計算コストが小さく，実装が

簡便である．さらに，時間依存問題では，前時間ステップで再構

築された値を次時間ステップにおける再構築の初期値として用い

ることで，効率的な収束が可能である．最後に，この繰り返し最

小二乗法を用いてテスト関数の再構築および時間依存問題の数値

計算を行い，所定の精度の格子収束が得られることを示すととも

に，各時間ステップにおける再構築の反復回数について考察する． 
 
２． 非構造格子における有限体積法 
２．１ 支配方程式 
 有限体積法では積分型の支配方程式が用いられる． 

∂
ݐ∂ න Ω݀ݑ

ஐ
+ න ۴ ∙ ܁܌

డஐ
= 0 (1) 

ここで第1項は物理量ݑの検査体積Ω内での体積分を，第2項は数

値流束۴のセル表面上߲Ωでの面積分を示す．ただし܁܌は面積ベク

トルである．これをFig. 1のようなある多角形のセル݅上で展開す

ると， 

௜ܸ
ത௜ݑ∂

ݐ∂ + ෍(۴෨ܑܒ ∙ ௜௝ܵ (ܒܑܖ
௝∈்೔

= 0 (2) 

となる．ݑത௜はセル݅内での変数の平均値， ௜ܸはセル体積， ௜ܶはセル

݅の隣接セル群，۴෨ܑܒܑܖ，ܒ，ܵ௜௝はそれぞれ自セル݅と隣接セル݆ ∈ ௜ܶ

の間に存在する面݆݅上での流束の面平均値，法線ベクトル，面積

を示す．つまり，有限体積法においては，各面上での面平均流束

を求めることにより，各セルにおいて変数のセル平均値ݑതが時間

積分される．以上をまとめると，各時間ステップにおける計算の

流れは以下の通りである． 
 
1) 周囲のセルの持つセル平均値ݑതを用いてセル内の変数分布

ݑ = ௜࣪(ܠ −  ．を再構築する(ܑܠ
2) 面上の流束評価点における変数値を求め，数値流束に変換す

る． 
3) 数値流束を各面上で数値積分する． 
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Fig. 1  Definition of variables. 

 
２．２ 変数分布の再構築 
 ここでは，最小二乗法に基づき，各セルの持つセル平均値から

任意の精度のセル内の変数分布を求める方法(݇ -exact 法)について

記述する．以下，簡単のため2次元問題に限定して説明する． 
セル݅内での変数分布はテーラー展開を用いて， 

௜࣪(ܠ − (ܑܠ = ௜ݑ + ݔ)௫௜ݑ − (௜ݔ + ௬௜ݑ
ݕ) −  (௜ݕ

                   +
௫௫௜ݑ

2
ݔ) − ௜)ଶݔ + ௫௬௜ݑ

ݔ) − ݕ)(௜ݔ − (௜ݕ

+
௬௬௜ݑ

2
ݕ) − ௜)ଶݕ + ⋯ 

(3) 

と表される．セル݅内でこの多項式を積分した後にセル体積で割る

と，式(4)のようにセル平均値が求められる． 

ത௜ݑ =
1

௜ܸ
න ௜࣪(ܠ − (ܑܠ

ஐ೔ 
݀Ω 

     = ௜ݑ + ௜ݔ௫௜̅ݑ + ௬௜ݑ
ത௜ݕ  

     +
1
2 ଶതതത௜ݔ௫௫௜ݑ + ௫௬௜ݑ

തതത௜ݕݔ +
1
2 ௬௬௜ݑ

ଶതതതݕ
௜ + ⋯ 

(4) 

となる．ただし，検査体積モーメントとして 

௤തതതതതതതݕ௣ݔ
௜ =

1
௜ܸ

න ݔ) − ݕ)௜)௣ݔ − ௜)௤ݕ

ஐ೔

݀Ω (5) 

を定義して用いた．セルの代表点ܑܠはセル重心であるため，1次モ

ーメント̅ݔ௜，ݕത௜は 0 である．なお，一般的に 2 次以上のモーメン

トは 0 にならないことから，式(4)より，セル中心値ݑ௜とセル平均

値ݑത௜が 2 次以上の項で異なることが示される．この 2 次以上のモ

ーメントについては，計算の冒頭においてガウス積分等を用いて

求め，セルに格納しておく． 
次に，セル݅の値で表した変数分布(3)をある近傍セル݆内で積分

し，セル݆のセル平均値ݑത௝を表現すると， 

ത௝ݑ =
1
௝ܸ

න ௜࣪(ܠ − (ܑܠ
ஐೕ 

݀Ω + Res௜௝ (6) 

となる．変数分布(3)は近似であるので，残差Res௜௝が存在する．こ

こで，式(6)を変形し， 

  Res௜௝ = ത௝ݑ −
1
௝ܸ

න ௜࣪(ܠ − (ܑܠ
ஐೕ

݀Ω  

    = ത௝ݑ −
1
௝ܸ

න ௜࣪ ቀ൫ܠ − ൯ܒܠ + ܒܠ) − ቁ(ܑܠ
ஐೕ

݀Ω  

(7) 

とする． (ܒܠ − ܠは定数であり，また，セル݆内での൫(ܑܠ − ൯の積ܒܠ

分はセル݆に格納されている検査体積モーメントで置換できるの

で，式(7)の変形によって積分を単純化できる．よって，1次モーメ

ントが省略されることに注意して，最終的に式(7)は 

Res௜௝ = ത௝ݑ − ത௜ݑ − ௜௝ݔ௫௜Δݑ − ௬௜ݑ
Δݕ௜௝ 

                                    −
௫௫௜ݑ

2 ൫ݔଶതതത௝ − ଶതതത௜ݔ + Δݔ௜௝
ଶ൯

− ௫௬௜ݑ
൫ݕݔതതത௝ − തതത௜ݕݔ + Δݔ௜௝Δݕ௜௝൯

−
௬௬௜ݑ

2 ቀݕଶതതത
௝ − ଶതതതݕ

௜ + Δݕ௜௝
ଶቁ …, 

(8) 

と変形できる．ただし，セル݅から݆に向かうベクトルを 

൫ܒܠ − ൯ܑܠ = (Δݔ௜௝ , Δݕ௜௝) (9) 

と定義した． 
ここで，(重み付き)最小二乗法では近傍セル݆ ∈ ௜ܶに対する残差

の自乗の合計 

ℛ௜ = ෍ ௜௝൫Res௜௝൯ଶݓ

௝∈்೔

 (10) 

が最小になるような各微分値を求める．すなわち，セル݅の持つ多

項式分布が，周囲のセルの値を最も精度良く表すように各微分値

を定める．ݓ௜௝は重み関数であり，本研究ではセル間距離の逆数 

௜௝ݓ =
1

หܒܠ − หܑܠ
 (11) 

を用いる．ここで，式(10)の残差が最小になる条件は， 
߲ℛ௜  

߲൫ݑ௫௜൯
= 0,

߲ℛ௜

߲ ቀݑ௬௜
ቁ

= 0, 

߲ℛ௜  
(௫௫௜ݑ)߲ = 0,

߲ℛ௜

௫௬௜ݑ)߲
) = 0,

߲ℛ௜  
௬௬௜ݑ)߲

) = 0 …, 

(12) 

である．例えば， 

߲ℛ௜  
߲൫ݑ௫௜൯

= 

      ෍ ௜௝ݔ௜௝Δݓ2
௝∈்೔

ቄ−൫ݑത௝ − ത௜൯ݑ + ௫௜ݑ
Δݔ௜௝ + ௬௜ݑ

Δݔ௜௝  

               +
௫௫௜ݑ

2 ൫ݔଶതതത௝ − ଶതതത௜ݔ + Δݔ௜௝
ଶ൯ 

௫௬௜ݑ+               
൫ݕݔതതത௝ − തതത௜ݕݔ + Δݔ௜௝Δݕ௜௝൯ 

               +
௬௬௜ݑ

2 ቀݕଶതതത
௝ − ଶതതതݕ

௜ + Δݕ௜௝
ଶቁ + ⋯ ൠ = 0 

(13) 

である．よって式(12)をまとめると，最終的に連立方程式 

ܖ܌ܖܕۻ = ෍ ܕොܠݑ௜௝Δݓ
௝∈்೔

, (14) 

ܖܕۻ = ෍ ܖොܠܕොܠ௜௝ݓ
௝∈்೔

, 

ܖ܌ =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

௫௜ݑ
௬௜ݑ
௫௫௜ݑ

2
௫௬௜ݑ
௬௬௜ݑ

2
⋮ ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

, ܕොܠ =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

ො௜௝ݔ
ො௜௝ݕ

ଶ෢௜௝ݔ
ෞ௜௝ݕݔ

ଶ෢ݕ
௜௝

⋮ ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

, Δݑ = ത௝ݑ − ത௜ݑ , 

(15) 

が形成される．ただし， 

cell j
cell i

Face ij (Area: Sij)

nij

xj xi
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௤෣ݕ௣ݔ
௜௝ =

1
௝ܸ

න ൛൫ݔ − ௝൯ݔ + ൫ݔ௝ − ݕ௜൯ൟ௣൛൫ݔ − ௝൯ݕ
ஐೕ

+ ൫ݕ௝ − ௜൯ൟ௤ݕ ݀Ω − ௤തതതതതതതݕ௣ݔ
௜ , 

               = ෍ ෍
!݌

݇! ݌) − ݇)!

௣

௞ୀ଴

௤

௟ୀ଴

!ݍ
݈! ݍ) − ݈)! × 

                ൫ݔ௝ − ௝ݕ௜൯௞൫ݔ − ௤ି௟തതതതതതതതതതതതݕ௣ି௞ݔ௜൯௟ݕ
௝ − ௤തതതതതതതݕ௣ݔ

௜ 

(16) 

である．各微分値は式(15)において逆行列ܖܕۻ
ି૚ を求めることで計

算される．ここで，行列ܖܕۻ
ି૚は計算結果に依存しないため，計算

の冒頭に求めて各セルに保存すればよい．また式(4)の保存性を満

たすため，セル中心値は最終的に求めた次数までの勾配値を用い， 

௜ݑ = ത௜ݑ − ൬
௫௫௜ݑ

2 ଶതതത௜ݔ + ௫௬௜ݑ
തതത௜ݕݔ +

௬௬௜ݑ
2 ଶതതതݕ

௜ + ⋯ ൰ (17) 

として計算する． 
 このスキームの問題点は，再構築行列ܖܕۻのサイズが求める微

分値の数 ௗܰの 2 乗に比例することである．例えば上記の 2 次元 3
次精度では 5×5 であるが，3 次元 4 次精度では 19×19 であり，

セルに格納する行列サイズが大幅に拡大する．さらに，式(10)に対

する最小二乗問題が成立するためには，用いる近傍セル݆ ∈ ௜ܶの数

が ௗܰより多くなければならず，一般的に安定性の観点から2 ௗܰ以

上のセルを用いることが推奨される(6)．しかし，三角形セルでは面

で隣接しているセル(Fig. 2中 ௜ܶ
(ଵ))が3つしか存在しないため，3次

精度のスキームでは図中 ௜ܶ
(ଶ)

に含まれるセルまで参照する必要が

ある．このようなステンシルの拡大により，式(14)の右辺を構築す

る演算量の増大，および計算の並列性の悪化が引き起こされる．

なお，文献(6)では特異値分解を利用して擬似逆行列を求めることで

式(10)以下の最小二乗問題を解いているが，同じく高次精度化に伴

うメモリ消費の増大やステンシルの拡大が問題となる． 
 

 
Fig. 2  Stencils for variable reconstruction. 

 
３． 繰り返し最小二乗法に基づく高次精度変数再構築 
３．１ 定式化 
 前節で示したように݇-exact法では，多項式の次数が上がるのに

従ってステンシルが拡大し，メモリ消費や計算量も増加する．そ

こで本節では，変数再構築を複数ステップの最小二乗法に分け，

反復計算を導入することで，隣接セルのみの参照で任意精度の再

構築を行うスキームを提案する． 

まず，2階以上の微分値が定数であるとみなして，ܶ ௜
(ଵ)

のステン

シルのみを用いて1次の最小二乗法を行う． 

ܖ܌ܖܕۻ = ෍ ܕොܠݑ௜௝Δݓ

௝∈ ೔்
(భ)

, (18) 

ただし， 

ܖܕۻ = ෍ ܖොܠܕොܠ௜௝ݓ

௝∈ ೔்
(భ)

, 

ܖ܌  = ൬
௫௜ݑ
௬௜ݑ

൰ , ܕොܠ = ቆ
ො௜௝ݔ
ො௜௝ݕ

ቇ , 

Δݑ = ൜ݑത௝ − ത௜ݑ − ൬
௫௫௜ݑ

2 ଶ෢௜௝ݔ + ௫௬௜ݑ
ෞ௜௝ݕݔ +

௬௬௜ݑ
2 ଶ෢ݕ

௜௝൰ 

       − ൬
௫௫௫௜ݑ

6 ଷ෢௜௝ݔ +
௫௫௫௜ݑ

2 ෢ݕଶݔ ௜௝ +
௫௬௬௜ݑ

2 ଶ෢ݕݔ
௜௝

+
௬௬௬௜ݑ

6 ଷ෢ݕ
௜௝൰ − ⋯ ൠ 

(19) 

である．この時点で 2 階以上の微分値は決定していないため，適

当な初期値を与える．次に，1階微分値に対して最小二乗法を適用

し，2階微分値を 

ܖ܌ = ቆ
௫௫௜ݑ

௫௬௜ݑ
(ଵ)ቇ , 

Δݑ = ൜ݑ௫௝ − ௫௜ݑ − ൬
௫௫௫௜ݑ

2 Δݔ௜௝
ଶ + ௫௫௬௜ݑ

Δݔ௜௝Δݕ௜௝

+
௫௬௬௜ݑ

2 Δݕ௜௝
ଶ ൰ − ⋯ ൠ 

(20) 

ܖ܌ = ቆ
௫௬௜ݑ

(ଶ)

௬௬௜ݑ
ቇ , 

Δݑ = ൜ݑ௬௝
− ௬௜ݑ

− ൬
௫௫௬௜ݑ

2 Δݔ௜௝
ଶ + ௫௬௬௜ݑ

Δݔ௜௝Δݕ௜௝

+
௬௬௬௜ݑ

2 Δݕ௜௝
ଶ ൰ − ⋯ ൠ 

(21) 

として求める．これらは式(19)とは異なりセル中心値に関する微分

近似であるため，右辺の高階微分値の係数が式(16)で定義される長

さではないこと，またݔො௜௝ = Δݔ௜௝，ݕො௜௝ = Δݕ௜௝であることに注意が

必要である．ただしݑ௫௬௜
はݑ௫௜のݕ方向微分近似(20)，およびݑ௬௜

の

 方向微分近似(21)の2通りで求められるが，ここではその平均値ݔ

௫௬௜ݑ
=

௫௬௜ݑ
(ଵ) + ௫௬௜ݑ

(ଶ)

2  (22) 

を用いる．݇次精度の再構築では݇－1 階微分値まで必要であるた

め，同様に1つ低階の微分値の1階微分により計算する． 
 式(19)に存在する2階以上の微分値は，この時点では正確なもの

でないため，実際に求められる勾配値は݇次精度とならない．そこ

で，式(20)および(21)，およびさらに高階の微分値の近似式で求め

た2階以上の微分値を式(19)に再び代入し，反復計算を行うことで

高次精度の微分値を得る．また，最終的にセル中心値は式(17)を用

いて計算される．以上のようにして，1つ高階の微分値を求めてい

く操作を行い，式(19)に再び代入して繰り返すことで，任意の次数

の精度の多項式を隣接セルのみの参照で再構築することができる．

またこの繰り返し最小二乗法では再構築行列ܖܕۻは全てのステッ

プで共通であり，そのサイズは2次元で2×2，3次元で3×3である

ので，メモリ消費も通常の݇-exact法に比べ削減できる． 
 収束計算の計算コストについては，Wangら(13)は陰解法における

内部反復と組み合わせて，各時間ステップ内においては再構築を

初期化しないことで計算コストが低減できるとしている．しかし，

実際には陽解法においてはCFL制限や時間精度の観点から，陰解

法においても時間精度の観点から，1 ステップでセル内分布が大
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きく変化するような時間刻み幅を設定できない．よって，内部反

復のみでなく，物理時間においても前時間ステップにおける再構

築値を保存し，次時間ステップの再構築の初期値とすることで効

率的な収束が可能であると考えられる． 
 
３．２ 変数再構築の安定化 
 Haider ら(12, 14)によると，最小二乗法を用いた再構築は，隣接セ

ルの数が少ないときに不安定になりやすい．特に三角形格子や四

面体格子においては，安定性への考慮が必要である．そこでHaider
ら(12)は再構築の最後に以下のような操作を行うことを提案してい

る． 
 ݇ + 1次精度再構築において，最高次数の勾配値である݇階の微

分値を∇௞ݑとする．ここで，∇௞ݑに求められる空間精度は1次精度

である．よってスムージングとして，ステンシル ௜ܶ
(ଵ)

を用いて，凸

結合 

∇௞ݑ௜,௡௘௪ = ෍ ௝ݑ௝∇௞ݓ

௝∈ ೔்
(భ)

 (23) 

で微分値を置き換える．ここで重み関数ݓ௝はセル݆の体積に比例し，

その和は1である．これは∇௞ݑ௝が∇௞ݑ௜に対する1次精度の近似で

あることを利用している． 
 本研究では，式(22)において，セル݅自身もステンシルに加えて， 

∇௞ݑ௜,௡௘௪ = ௜ݑ௜∇௞ݓ + ෍ ௝ݑ௝∇௞ݓ

௝∈ ೔்
(భ)

 (24) 

とする．さらに低次の微分値についても， 

∇௠ݑ௜,௡௘௪ = ௜ݑ௜∇௠ݓ + ෍ ௜ݑ௝∇௠ݓ
(௝)

௝∈ ೔்
(భ)

  (1 ≤ ݉ < ݇) (25) 

とすることで安定性を向上させる．ここで∇௠ݑ௜
(௝)
はセル݆の再構築

値を使って計算されるセル݅の݉ (1 ≤ ݉ ≤ ݇)階微分値である．

例えばݔ方向の1階微分値については， 

௫௜ݑ
(௝) = ௫௝ݑ + ௜ݔ௫௫௝൫ݑ − ௝൯ݔ + ௜ݕ௫௬൫ݑ − ௝൯ݕ + ⋯   (26) 

となる．以上のスキームをまとめるとFig. 3のようになる． 
 

 
Fig. 3  Flowchart of high-order FVM based on iterative reconstruction. 

 
４． 検証計算 
４．１ 変数再構築精度の検証 
 2 次元格子において前節で述べた繰り返し最小二乗法を用いた

変数再構築精度の検証を行う．テスト関数は， 

,ݔ)ݑ (ݕ = sin ൬
ݔ + ݕ

5  ൰ (27)ߨ

と与える．なお，各格子におけるセル平均値および式(5)のモーメ

ントは 7 点 5 次精度ガウス積分(15)を利用して計算する．計算領域

は10×10の正方形であり，Fig. 4に示したような不均一な三角形格

子で構成される．また，計算格子の解像度は Tab. 1 に示したよう

にGrid 1～Grid 4の4通りに設定し，格子収束を調査する．ここで

は，初期値として 1 次の最小二乗法(1)による勾配計算を行った後

に，3 次精度(݇ =2)もしくは 4 次精度(݇ ＝3)の繰り返し最小二乗法

を適用する． 
 Tab. 2，3に再構築されたセル中心値ݑ௜および，各階微分値の解

析解との誤差を示す．ただしGrid ݉とGrid ݉+1の間での空間精

度は 

ܱ = ln ൬
௠ߝ

௠ାଵߝ
൰ / ln ቆ

ඥܰ௠ାଵ

ඥܰ௠
ቇ  (28) 

と計算される．ただし，ߝ௠，ܰ௠はそれぞれGrid ݉における解析

解との誤差，総セル数を表す．再構築の収束値において，݇ 次精度

再構築を用いた時，セル中心値は݇次精度，݉ (1 ≤ ݉ ≤ ݇)階微

分値は݇ − ݉次精度で格子収束が得られている．このことから，セ

ル内の変数分布(3)にそれぞれの値を代入した時，セル内の任意の

場所の変数値が݇次精度で得られる．また，4 次精度再構築では 3
次精度再構築に比べ全体的に誤差が小さく，より少ないセル数で

波を良く解像している． 
次に，セル中心値の解析解との誤差の L1，L∞ノルムについて，

反復回数に対する収束履歴をFig. 5およびFig. 6に示す．セル数の

増大，および再構築次数の増加により，収束が遅れる傾向が見え

る．特に4次精度再構築，格子4では，最大値ノルムの収束に10
回程度の反復を程度要しており，計算量の増大が懸念される．し

かしながら，3.1節に示したように，時間依存問題においては前時

間ステップでの値を収束計算の初期値として与えることで，収束

が大幅に早められる．特に，Grid 4のように変数分布のスケールに

対して格子が多いときは，前時間ステップからのセル内分布の変

化が小さいため，ここで述べたような収束性の悪化が実際には問

題となることは少ないと予想される． 
 

Tab. 1  Setting of computational grids. 
 Total cell number ܰ Typical length 1/√ܰ 
Grid 1 176 0.07538 
Grid 2 692 0.03801 
Grid 3 2868 0.01867 
Grid 4 11388 0.009371 

 

 
Fig. 4  Irregular triangular grid for numerical simulation. 

(Left：Grid 1，Right：Grid 2) 
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Tab. 2  Grid convergence study of 3rd-order iterative LSQ. 
Cell-centered value ݑ௜ 

 L1 norm Order L∞ norm Order 
Grid 1 2.010E-03 - 5.623E-03 - 
Grid 2 1.721E-04 3.590 5.167E-04 3.487 
Grid 3 1.314E-05 3.619 9.030E-05 2.454 
Grid 4 1.331E-06 3.321 1.263E-05 2.852 

 
First derivative ݑ௫௜ 

 L1 norm Order L∞ norm Order 
Grid 1 8.936E-03 - 2.770E-02 - 
Grid 2 1.375E-03 2.735 5.607E-03 2.334 
Grid 3 2.919E-04 2.180 1.884E-03 1.534 
Grid 4 6.724E-05 2.129 5.254E-04 1.853 

 
Second derivative ݑ௫௫௜ 

 L1 norm Order L∞ norm Order 
Grid 1 4.152E-02 - 8.191E-02 - 
Grid 2 1.328E-02 1.665 3.813E-02 1.117 
Grid 3 4.441E-03 1.541 2.465E-02 0.614 
Grid 4 1.812E-03 1.300 9.745E-03 1.346 

 
 

Tab. 3  Grid convergence study of 4th-order iterative LSQ. 
Cell-centered value ݑ௜ 

 L1 norm Order L∞ norm Order 
Grid 1 2.034E-04 - 7.540E-04 - 
Grid 2 2.116E-05 3.305 6.632E-05 3.551 
Grid 3 1.482E-06 3.740 5.902E-06 3.403 
Grid 4 9.165E-08 4.037 4.293E-07 3.801 

 
First derivative ݑ௫௜ 

 L1 norm Order L∞ norm Order 
Grid 1 3.738E-03 - 1.074E-02 - 
Grid 2 3.172E-04 3.603 1.364E-03 3.014 
Grid 3 3.298E-05 3.184 2.048E-04 2.668 
Grid 4 4.028E-06 3.050 2.881E-05 2.845 

 
Second derivative ݑ௫௫௜ 

 L1 norm Order L∞ norm Order 
Grid 1 4.018E-03 - 1.305E-02 - 
Grid 2 8.388E-04 2.288 4.901E-03 1.431 
Grid 3 2.548E-04 1.676 1.205E-03 1.973 
Grid 4 6.074E-05 2.079 3.268E-04 1.893 

 
Third derivative ݑ௫௫௫௜ 

 L1 norm Order L∞ norm Order 
Grid 1 2.691E-02 - 5.868E-02 - 
Grid 2 7.510E-03 1.864 2.200E-02 1.433 
Grid 3 2.640E-03 1.470 1.316E-02 0.723 
Grid 4 1.107E-03 1.260 6.619E-03 0.997 

 

 
Fig. 5  Convergence history of 3rd-order iterative LSQ. 

 
Fig. 6  Convergence history of 4th-order iterative LSQ. 

 
４．２ 等エントロピ渦移流問題における検証 
 非線形の時間依存問題への応用例として，繰り返し最小二乗法

を用いて等エントロピ渦の移流問題の解析を行う．支配方程式は

2次元圧縮性Euler方程式であり，初期値は文献(11)に従い，以下の

ように与える (Fig. 7参照)． 

଴ߩ = ቈ
1

ܵஶ
ቆ ஶܶ −

ߛ) − ଶ߁(1

ଶߨߛ8 eଵି௥మቇ቉

ଵ
ఊିଵ

 

଴ݑ   = ஶݑ −
߁

ߨ2 e
ଵି௥మ

ଶ  തݕ

଴ݒ = ஶݒ +
߁

ߨ2 e
ଵି௥మ

ଶ  ݔ̅

଴݌   = ܵஶ(ߩ଴)ఊ 

(29) 

ただし一様流条件は，(ߩஶ, ,ஶݑ ,ஶݒ (ஶ݌ = 渦強度，(ߛ/1,1,1,1)

߁  = 5，比熱比ߛ = 1.4である．また̅ݕ，ݔതはは渦中心(ݔ௖ , ௖)に対ݕ

する座標を表しており，ݎ = ඥ(̅ݔଶ + തଶ)である．計算に用いる格ݕ

子は4.1節と同一であり，外部境界は周期境界条件である．渦の初

期位置は(5, 5)とする．数値流束はRoeの近似Riemannソルバー(16)

で計算する．再構築精度については 3 次精度と 4 次精度とし，計

算冒頭に再構築の反復計算を 200 回行って収束させてから時間積

分を始める． 
まず，時刻ݐ = 10において渦が再び初期位置に戻ってくる時点
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で誤差評価を行うことで，格子収束性を調査する．時間積分は4段
階Runge-Kutta法を用いる．時間刻み幅はGrid 1で5.0×10-3とし，

以下格子を 1 段階細かくするごとにその半分の時間刻み幅として

いる． 
Tab. 4に計算結果を示す．3次精度，4次精度再構築では，反復

回数に関わらず，それぞれ3次，4次精度の格子収束が得られる．

また，反復回数が 1 回の時と 2 回の時で結果がほぼ変わらないこ

とから，各時間ステップにおいて 1 回の反復計算でほぼ再構築が

収束していると考えられる． 
 次に，時間ステップを大きくした時の誤差の変化を調べる．各

時間ステップにおける繰り返し回数は1～4回に設定し，100 [step]
計算を進めた後に誤差評価を行う．ここではGrid 3 を用い，時間

刻み幅は5.0×10-3，1.0×10-2，2.0×10-2とする．なお，この時間刻

みは前述の格子収束の調査における時間刻みの 4 倍から 16 倍に

相当し，最大CFL数はそれぞれ0.622，1.24，2.49である．ただし，

CFL数は， 

ܮܨܥ =
‖ܽ‖Δݐ

௜ݎ
 (30) 

で定義する．ここで，‖ܽ‖は一様流速度を用いて計算される最大特

性速度(= 1 + ௜はセル内接円の半径である．なお，時間刻みݎ，(2√

幅を4.0×10-2とした時は，再構築を行わない空間1次精度のスキ

ームにおいても安定的に計算できなかったため，少なくとも本問

題設定および格子においては，提案手法の導入による安定性への

影響は小さいと考えられる． 
 Fig. 8 および Fig. 9 に各時間ステップにおける反復回数と 100 
[step]目におけるセル中心値の計算誤差の関係を示す．時間刻み幅

の増大によりやや収束が鈍化する傾向はあるが，反復回数が 1 回

の時と 2 回の時の間の差異は最大 4 [%]程度である．このことか

ら，少なくとも時間陽解法で安定的に計算が行えるような時間刻

み幅においては，各時間ステップにおける再構築の反復回数は 1
回で十分であると言える．以上より，繰り返し最小二乗法では前

時間ステップの再構築結果を用いることにより，時間依存問題で

は効率的に空間高次精度が得られることが示された． 

 
Fig. 7  Initial value of density in vortex advection problem. 

 
Tab. 4  Grid convergence study in isentropic vortex advection problem. 

3rd-order iterative LSQ (Iteration=1) 
 L1 norm Order L∞ norm Order 

Grid 1 1.335E-02 - 2.166E-01 - 
Grid 2 4.687E-03 1.529 1.293E-01 0.754 
Grid 3 6.214E-04 2.842 1.053E-02 3.527 
Grid 4 7.454E-05 3.076 1.382E-03 2.945 

Tab. 4  Grid convergence study in isentropic vortex advection problem 
(continue). 

3rd-order iterative LSQ (Iteration=2) 
 L1 norm Order L∞ norm Order 

Grid 1 1.335E-02 - 2.166E-01 - 
Grid 2 4.688E-03 1.529 1.293E-01 0.753 
Grid 3 6.217E-04 2.842 1.053E-02 3.527 
Grid 4 7.458E-05 3.075 1.383E-03 2.945 

 
4th-order iterative LSQ (Iteration=1) 

 L1 norm Order L∞ norm Order 
Grid 1 1.040E-02 - 1.650E-01 - 
Grid 2 2.710E-03 1.972 8.370E-02 0.995 
Grid 3 1.950E-04 3.696 3.350E-03 4.520 
Grid 4 1.270E-05 3.951 2.540E-04 3.731 

 
4th-order iterative LSQ (Iteration=2) 

 L1 norm Order L∞ norm Order 
Grid 1 1.042E-02 - 1.651E-01 - 
Grid 2 2.715E-03 1.965 8.376E-02 0.992 
Grid 3 1.945E-04 3.709 3.321E-03 4.540 
Grid 4 1.262E-05 3.967 2.525E-04 3.737 

 

 
Fig. 8  Relationship between the calculation error and iteration number of 

reconstruction at a large time increment. 
(3rd-order iterative LSQ) 

 
Fig. 9  Relationship between the calculation error and iteration number of 

reconstruction at a large time increment. 
(4th-order iterative LSQ) 
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５． 結論 
 有限体積法における変数分布の再構築を複数ステップの最小二

乗法に分割し，反復計算を導入することで，隣接セルのみの参照

で任意の精度の変数分布を得る方法を提案した．各ステップは 1
次の最小二乗法であるので，計算量およびメモリ消費が小さく，

また実装が簡便である．さらに，時間依存問題では，前時間ステ

ップで再構築された値を次時間ステップにおける再構築の初期値

として用いることで，効率的な収束を可能とした． 
この繰り返し最小二乗法を用いてテスト関数の再構築を行い，

所定の精度の格子収束が得られることを示した．また，時間依存

問題の例として，渦移流問題における計算を行い，格子収束を検

証した．併せて，各時間ステップにおける再構築の反復回数と結

果の精度について調査した．スキームの安定性については，空間

精度の向上に伴う問題は観察されなかった．さらに時間陽解法の

安定性が保たれるような時間刻み幅においては，反復回数を 1 回

としても十分な再構築の収束が得られ，効率的に空間高次精度が

得られることが示された． 
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