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A simple remedy against shock anomalies, which is proposed in [Ohwada & Adachi, JCP 255, 2013, p.106] for structured 

mesh systems, is extended to the case of unstructured ones. The two step kinetic Lax-Wendroff scheme yields nearly 

shock anomaly free results for various cases of unstructured mesh systems.    

 

 

１．はじめに 

衝撃波捕獲スキーム研究の歴史は von Neumann が衝撃波を伴う

一次元流の計算の提案を行った 1944 年にまで遡る．しかしこの

ＣＦＤの黎明期から現在までの 70 年間の研究成果の粋を集めた

現代衝撃波捕獲スキームをもってしても，その性能はエクセレン

スに程遠い．航空機や宇宙機等の周りの高速気流解析では，衝撃

波捕獲，すなわち数値的散逸性を利用して衝撃波を熱力学第二法

則の破綻や偽の振動といった異常を伴うことなく数点の格子で

捕らえることの他に，境界層捕獲,すなわち境界層を合理的な解

像度で正しく捕らえることも要求される．境界層は非常に小さな

物理的散逸性によって形成されることから，数値的散逸性は物理

的散逸性に比べ無視できるほど小さくなければならない．即ち衝

撃波捕獲には必須の数値的散逸性は境界層捕獲の観点から言え

ば排除すべきものである．このような二律背反的要求を満たす衝

撃波捕獲スキームとして，Roe スキームや HLLC スキーム等があ

げられるが，これらのスキームは航空宇宙工学における極限的状

況下の流体解析における使用に耐える堅牢性を有しない．極超音

速気流の数値計算結果はカーバンクル現象やポストショック振

動といった異常な挙動をしばしば呈するが，散逸的で（すなわち

境界層捕獲でない）堅牢性に定評のある例えば HLLE スキームや

Rusanov スキームですら，これらの異常から免れないのである．  

Euler方程式やNavier-Stokes方程式の守備範囲は局所的に平

衡状態として近似できる流体である．平衡状態における気体分子

の速度分布はガウス分布（Maxwell分布）で表され，その重みつ

き積分はEuler方程式のフラックスベクトルを与える．また気体

中の情報の伝播は，微視的に見れば気体分子の運動そのものであ

る．衝撃波捕獲スキームはこれらの気体論の初等的な知識から導

出できるが，このような気体論スキームの特色は堅牢性にある．

例えば気体論スキームの原種である Equilibrium Flux Method 

(EFM)は一次の空間精度の場合には，実質的にカーバンクル現象

を免れ，ポストショック振動の大きさも同じ１次精度のRusanov

スキームよりもはるかに小さいという高い堅牢性を示す．しかし

EFMはその大きな散逸性のために空間精度を2次に上げても境界

層捕獲ではない．この欠陥は散逸性の比較的小さい気体論スキー

ムとのハイブリッドスキーム（例えば気体論的 Lax-Wendroff ス

キーム，以下KLWと呼ぶことにする）で克服されている．KLWは

衝撃波近傍では１次精度のEFMに近づき，衝撃波から離れた物理

量が滑らかな領域（境界層）では古典的な Lax-Wendroff スキー

ム（２次精度）に近づくように設計・制御されている． 

KLWは衝撃波捕獲と境界層捕獲とを兼ね備えているものの，そ

の堅牢性は空間1次精度のEFMには及ばない．しかし構造格子の

場合には簡単な前処理を施して衝撃波近傍で KLW を空間一次精

度の EFM により近づけることで衝撃波異常現象を工学上問題の

ない程度まで抑制できることが文献１で示されている．しかし衝

撃波波面が格子を横切る場合には，一次精度のEFMでもポストシ

ョック振動を完全には抑制できない．一方，非構造格子は形状が

単純ではない物体周りの流体シミュレーションにおいてしばし

ば用いられるが，非構造格子の計算では衝撃波波面はセル境界を

必然的に横切る．ところが非構造格子の場合の物理量の分布の離

散的なデータからの再構成は構造格子の場合に比べ正確ではな

いので，スキームの散逸性がより引き出される．このように非構

造格子の場合には衝撃波異常現象の促進および抑制の両面の効

果が予想される．本講演では筆者ら現在行っている非構造格子の

場合の衝撃波異常現象の抑制と予防に関する研究の概要を紹介

する． 

 

２．KLWの数値フラックス 

2.1.基礎方程式と記号 

 ここでは二次元の圧縮性Euler方程式に対する説明を行う．時間

を𝑡，空間直交座標を(𝑥, 𝑦)とし，密度，流速の𝑥, 𝑦方向成分，圧力

をそれぞれ𝜌, 𝑢, 𝑣, 𝑃とし，これら気体力学的変数(プリミティブ変

数)をまとめて𝒉 = (𝜌, 𝑢, 𝑣, 𝑃)Tと略記する．理想気体を仮定

し，温度𝑇は状態方程式𝑇 = 𝑃/𝜌に従うとする．二次元圧縮性Euler

方程式系(外力なし，無次元)は次式で表される． 

 

𝜕�̃�

𝜕𝑡
+
𝜕𝜱

𝜕𝑥
+
𝜕𝜳

𝜕𝑦
= 𝟎. 

 

ここに�̃�は保存量であり，𝛾を気体の比熱比とすると，�̃� =

(𝜌, 𝜌𝑢, 𝜌𝑣, 𝜌(𝑢2 + 𝑣2) 2⁄ + 𝑃/(𝛾 − 1))Tで定義される．𝜱

および𝜳はフラックスベクトルで，これらはプリミティブ変数

𝒉(あるいは保存量�̃�)の関数である． 

𝜱(𝒉) = 𝜱(�̃�) = (𝜌𝑢, 𝜌𝑢2 + 𝑃, 𝜌𝑢𝑣, 𝜌𝑢
𝑢2 + 𝑣2

2
+
𝛾𝑃𝑢

𝛾 − 1
)

T

, 

𝜳(𝒉) = 𝜳(�̃�) = (𝜌𝑣, 𝜌𝑢𝑣, 𝜌𝑣2 + 𝑃, 𝜌𝑣
𝑢2 + 𝑣2

2
+
𝛾𝑃𝑣

𝛾 − 1
)

T

. 

なお，単位質量あたりの気体定数を𝑅として𝑇を𝑅𝑇と読み換える

と，無次元量を使った説明を有次元量に対するものとみなせる． 

 

2.2. 数値フラックスの公式 

KLW は有限体積法に分類される．オリジナルの KLW ではフラック

スベクトルの時間微分までを考慮して時間的に二次精度を達成し
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ているが，本研究では線の方法を用いて二次精度を達成すること

にする．セル境界の代表点を原点にとり，その法線方向に𝑥軸，接

線方向に𝑦軸をとる．原点におけるプリミティヴ変数(あるいは保

存量)の極限値 

𝒉𝐿 = lim
𝑥→−0

𝒉 , 𝒉𝑅 = lim
𝑥→+0

𝒉, 

�̃�𝐿 = lim
𝑥→−0

�̃� , 𝒉𝑅 = lim
𝑥→+0

�̃�, 

 

から単位時間，単位長さあたりの数値フラックス𝑭を以下の式で定

義される．  

𝑭 = 𝛼𝑭D + (1 − 𝛼)𝑭C, 

𝑭D =
𝜱L +𝜱R

2
+
𝑎L𝜱L − 𝑎R𝜱R

2
+ 𝑏L�̂�L − 𝑏R�̂�R, 

𝑭C = 𝜱(�̃�C), 

�̃�𝐶 =
1 + 𝑎𝐿

2
�̃�𝐿 +

1 − 𝑎𝑅

2
�̃�𝑅 + 𝑏𝐿𝒅𝐿 − 𝑏𝑅𝒅𝑅 , 

ここに 

𝛼 = 1 − exp(−𝐶
|𝑃𝐿 − 𝑃𝑅|

𝑃𝐿 + 𝑃𝑅
), 

 𝜱𝐻 = 𝜱(𝒉𝐻)     (𝐻 = 𝐿, 𝑅), 

�̂�𝐻 = �̃�𝐻 + (0, 0, 0,  𝑃𝐻 2⁄ )𝑇 (𝐻 = 𝐿, 𝑅), 

𝒅𝐻 = (0, 𝜌𝐻, 0, 𝜌𝐻𝑢𝐻 2⁄ )𝑇   (𝐻 = 𝐿, 𝑅), 

 𝑎𝐻 = 𝑎 (
𝑢𝐻

√2𝑇𝐻
) ,  𝑏𝐻 = √𝑇𝐻𝑏 (

𝑢𝐻

√2𝑇𝐻
) ,  

𝑇𝐻 = 𝑃𝐻/𝜌𝐻  (𝐻 = 𝐿, 𝑅), 

𝑎(𝑥) = erf(𝑥), 𝑏(𝑥) =
1

√2𝜋
exp(−𝑥2). 

なお，上の公式はオリジナルの KLW に対するものであるが，最近

の研究で�̂�𝐻 = �̃�𝐻，𝒅𝐻 = (0, 𝜌𝐻, 0, 0)𝑇としても性能の低下

は見られないことが確認されている． 

 

2.3. 再構成 

計算領域が三角形のセルに分割されており，各セルの重心でセル

の面積平均として𝒉の値が与えられているとする．𝒉の各成分（ℎ）

の分布は各セルごとに再構成される．再構成にはセル中心でそこ

での値と一致する一次式を使った近似を用いる．その傾き（空間

変数の係数）は,図１に示す三角形𝐴𝐵𝐶のセルの場合には,三角形

𝐴𝐵𝐶の重心𝑂とこの三角形と辺を共有する３つの三角形の重心𝑃，

𝑄，𝑅におけるℎの値ℎ𝑂, ℎ𝑃, ℎ𝑄, ℎ𝑅から最小二乗法によって計算

された傾きに，0 ≤ 𝑆𝑂 ≤ 1の範囲にある定数𝑆𝑂をかけて制限した

ものを採用する．制限をかける前のℎの分布に対する辺𝐴𝐵，𝐵𝐶，

𝐶𝐴の中点𝑙，𝑚, 𝑛おけるℎの値をℎ𝑙, ℎ𝑚, ℎ𝑛とすると，Barth と

Jespersen によって提案された定数𝑆𝑂は次式で定義される(文献

２)： 

𝑆𝑂 = min
𝐻=𝑙,𝑚,𝑛

𝑐𝐻 , 

𝑐𝐻 =

{
 
 

 
 𝜑 (

ℎ𝑚𝑎𝑥 − ℎ𝑂
ℎ𝐻 − ℎ𝑂

)     ℎ𝐻 − ℎ𝑂 > 0 

𝜑 (
ℎ𝑚𝑖𝑛 − ℎ𝑂
ℎ𝐻 − ℎ𝑂

)     ℎ𝐻 − ℎ𝑂 < 0

               1                ℎ𝐻 − ℎ𝑂 = 0

         ,  

ℎ𝑚𝑎𝑥 = max{ℎ𝑂, ℎ𝑃, ℎ𝑄, ℎ𝑅},       

ℎ𝑚𝑖𝑛 = min{ℎ𝑂, ℎ𝑃, ℎ𝑄, ℎ𝑅}. 

本研究では関数𝜑(𝑠)として，Venkatakrishnan によって提案され

たものを用いる(文献３): 

𝜑(𝑠) =
𝑠2 + 2𝑠

𝑠2 + 𝑠 + 2
. 

 

2.4. 衝撃波異常現象への対策 

文献＊では，衝撃波近傍でスキームを一次精度の EFM に近づける

ことが衝撃波異常現象の対策として有効であることが確認されて

いる．その対策の要点は，𝑭𝐷と𝑭𝐶の配合を決めるパラメータ𝛼の

値を近傍のセル境界における𝛼の値の最大値で置き換え，その置き

換わった𝛼の値に応じて勾配を制限するということであるが，この

方針は非構造格子の場合にも容易に適用できる．ここでは以下の

手順を提案する． 

(i)一つのセルの境界上のフラックスを評価する点（図１の三角形

𝐴𝐵𝐶では点点𝑙，𝑚, 𝑛）における𝛼の値の最大値を𝛽𝑂
(0)

とする．同

様方法で他のセルに対して𝛼の値の最大値をセル中心の値として

割り当てる． 

(ii)漸化式𝛽𝑂
(𝑛)

= max {𝛽𝑂
(𝑛−1)

, 𝛽𝑃
(𝑛−1)

, 𝛽𝑄
(𝑛−1)

, 𝛽𝑅
(𝑛−1)

}を使って

𝛽𝑂
(𝑁𝑚𝑎𝑥)を求める．他のセル中心に対しても同じことを行う． 

(iii)傾きを制限する定数𝑆𝑂を𝑆𝑂(1 − 𝛽𝑂
(𝑁𝑚𝑎𝑥))に置き換え，ℎ𝑙, 

ℎ𝑚 ,  ℎ𝑛を再計算する．点𝑙，𝑚, 𝑛おける𝛼の値をそれぞれ

max {𝛽𝑂
(𝑁𝑚𝑎𝑥), 𝛽𝑃

(𝑁𝑚𝑎𝑥)} ,max {𝛽𝑂
(𝑁𝑚𝑎𝑥), 𝛽𝑄

(𝑁𝑚𝑎𝑥)}, 

max {𝛽𝑂
(𝑁𝑚𝑎𝑥), 𝛽𝑅

(𝑁𝑚𝑎𝑥)}に置き換える． 

 

３．結果 

ここでは円柱を過ぎるMach数が６の気流の問題の結果（２原子分

子，𝛾 = 1.4）を紹介する．図２に示すように構造格子（周方向お

よび動径方向の分割数をそれぞれ𝑛𝜂，𝑛𝜉とする）の各セルを二つ

の三角形に分割してできる非構造格子系に対する結果を示す．格

子は円柱の中心を通り上流の流速方向となる軸に関して対称であ

り，数値解の非対称性はカーバンクル現象発症の指標になる．ま

た本問題のような定常問題における数値解の残差はポストショッ

ク振動の大きさを表す指標になる．表１および２に種々の解像度

の構造格子から作られた非構造格子の場合における非対称性と残

差（密度で測定）を示す．衝撃波異常現象は残差に関しては対策

を施さなくても工学上問題のない程度になっているが，非対称性

に関しては𝑛𝜂が大きい場合には対策による劇的な改善は見られる

ものの，𝑛𝜂が小さい場合では対策によって返って結果が悪くなる

こともある（𝑛𝜂 = 80, 𝑛𝜉 = 30, 60）．これは工学上問題になる程

は大きくはないが，今後の検討課題である．図２および図３に対

策無しの場合の結果と対策有りの場合の密度分布の等高線をそれ

 

 

 

 

  

 

 

 

 

Fig.1. Cell-centered control volume. 
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ぞれ示す（𝑛𝜉 = 30,𝑛𝜂 = 160）．表および図に示した結果は構造

格子から作った非構造格子に対する結果であるが，ランダムに作

られた非構造格子の場合でも，対策の効果は確認されている．計

算領域が 14400 個の三角形セルから構成される場合において,非

対称性は10−2程度から10−15程度まで，残差は10−7程度から10−8

程度まで，38400 個の三角形セルの場合には非対称性は10−3程度

から10−6程度まで，残差は10−8程度から10−9程度まで，この対策

によって低下することが確認されている．  

 

 

 

Fig. 2  Schematic of mesh system. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Table 1. Asymmetry 

対策なし 対策あり 

        𝑛𝜉=15   𝑛𝜉=30   𝑛𝜉=60 𝑛𝜉=15   𝑛𝜉=30   𝑛𝜉=60 

𝑛𝜂=40    1E-15   8E-16   2E-04      

𝑛𝜂=80    1E-02   8E-14   1E-13       

𝑛𝜂=160   1E-02   1E-02   2E-02            

𝑛𝜂=320   4E-02   4E-02  4E-02 

𝑛𝜂=480   7E-03   4E-02   5E-02 

4E-16   1E-15    5E-04 

4E-16   1E-04    6E-05 

8E-16   7E-16    1E-15 

5E-10   3E-15    1E-15 

6E-05  5E-15    6E-12 

 

 

 

 

 

Table 2. Residual 

対策なし 対策あり 

        𝑛𝜉=15   𝑛𝜉=30   𝑛𝜉=60 𝑛𝜉=15   𝑛𝜉=30   𝑛𝜉=60 

𝑛𝜂=40    0       2E-10   9E-08      

𝑛𝜂=80    3E-10   9E-08   1E-08 

𝑛𝜂=160   1E-07   3E-07   2E-07            

𝑛𝜂=320   2E-06   2E-06   3E-06 

𝑛𝜂=480   8E-07   4E-06   2E-06 

2E-10   5E-19    2E-09 

4E-09   1E-08    2E-08 

1E-11   7E-19    6E-19 

3E-08   1E-08    2E-11 

6E-09  1E-11    1E-10 

 

 

 

 

Fig. 3  The result of KLW without remedy. 
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Fig.4  The result of KLW with remedy. 
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