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Capacity computing is a promising scenario for improving performance on upcoming exascale supercomputers.

Ensemble computing is an instance and has multiple linear systems associated with a common coefficient matrix.
We implement to reduce load cost of coefficient matrix by solving them at the same time and improve performance
of several iterative solvers. The maximum performance on SPARC64 XIfx on a node of FX10 was 6.8 times higher
than that of näıve implementation. Finally, to deal with the different convergence processes of linear systems, we

proposed control methods to skip the calculation of already converged vectors and conduct more acceleration.

1. はじめに
近年のスーパーコンピュータ（スパコン）の高性能な演

算性能はCPUなどのアーキテクチャの性能向上とCPU並
列数の増加により達成された．スパコンの膨大な計算能力
を十分に使うための方法について考えることは重要であり，
その 1つに，多数の中小規模の問題を同時に扱うCapacity
Computing(1)が挙げられる．Capacity Computingの一
例として，アンサンブル計算がある．アンサンブル計算
は精度の良い予測をするために，様々な計算条件を用い
たシミュレーションを必要とする．工業製品の設計で用
いる計算流体力学（CFD）シミュレーションにおいても
アンサンブル計算が必要とされている．
非圧縮性CFDアプリケーションでは，圧力Poisson方

程式を離散化して得られる大規模な疎行列を持つ連立一
次方程式を解くことが必要とされる．連立一次方程式を
解くために反復法が一般的に用いられるが，その計算コ
ストは大きい．その理由として疎行列ベクトル積はメモ
リアクセスが多く，メモリ律速となるため演算性能が低
く実行時間が長くなるためである．近年のスパンコンの
アーキテクチャは CPUの性能向上の結果，高性能な演
算ができる一方で，メモリバンド幅は十分に向上してい
ない．従って演算性能に比べたメモリバンド幅は下がっ
ており，低 Byte/Flop（B/F）なマシンとなる傾向があ
る．そのため，低 B/Fマシンでも，高性能を達成できる
反復アルゴリズムの開発の必要がある．
Roofline model(2)にはプログラムの実行性能がOper-

ational intensity（Flop/Byte）に影響し，この値が大き
いほどピーク性能に近い実行性能が得られると述べられ
ている．Operational intensityを大きくするために，演
算に必要なデータロードの削減は有効であり，その例と
して，Compressed Row Storage（CRS）(3) や Bit圧縮
(4),(5) などが挙げられる．これらの例は反復法で用いる
データのロード量を減らす実装により，演算性能の向上
を達成している．
本研究では，アンサンブル計算の際に得られる共通の

係数行列を持つ複数の連立一次方程式のための反復法を，
係数行列のロードを削減した低B/F実装について述べる．

2. 共通の係数行列をもつ連立一次方程式
非圧縮性 CFDシミュレーションの中で，最も時間コ

ストの大きい部分である圧力ポアソン方程式の反復計算

について考える．

∇(∇p) = −div(∂u
∂t

) ≡ ϕ (1)

p，u，ϕはそれぞれ圧力，速度，ソース項を表している．
(1)を Cartesian格子上で，2次精度の有限差分法を用い
て離散化することによって，7点のステンシル計算に近似
できる．また，この 7点ステンシル計算は大規模な疎行
列を係数行列とする行列ベクトル積となっている．アン
サンブル計算では多くの計算条件を必要とするが，右辺
ベクトルが異なるだけで共通の係数行列を持つステンシ
ル計算を必要とすることが多くある．従来なら個々に解
を求めるため，同じ係数行列のロードがそれぞれの反復
計算ごとに発生する．この係数行列の複数のロードを減
らす実装を行うことで反復ソルバの性能向上を行う (6)．
クリロフ部分空間法の Bi-CGstab法 (7) を用いて性能

向上と評価を行う．Bi-CGstab法は前処理により収束性
が良くなることが知られている．ステンシル計算の特徴
を考慮して前処理には係数行列の形を変えないガウス・
ザイデル系の SOR法などが好まれる．3章では前処理の
部分についての実装と性能評価を行い，4章では前処理
を含めた Bi-CGstab法全体について数値実験を行う．
3. ロードコストを減らすための実装

Fortranによる係数行列のロードを減らす実装を施し
た SOR法のソースコードを List 1に示し，こちらの実装
を Inner loopと呼ぶことにする．また比較のための näıve
な実装を List 2に示し，こちらをOuter loopと呼ぶこと
にする．Lists 1,2に現れる，p, b, bpはそれぞれAx = b
の，圧力（解ベクトル x），右辺ベクトル b，係数行列
Aを表している．また，acは計算セルの残差計算が有効
（流体）か無効（壁面内）であるかを判別するフラグであ
る．i, j, kは空間座標を表し，lは右辺ベクトルのインデッ
クスである．

List 1: Pseudo code of SOR using Inner loop.

1 do k=1,kx

2 do j=1,jx

3 do i=1,ix

4 ndag_e = bp(1,i,j,k)! e

5 ndag_w = bp(2,i,j,k)! w
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6 ndag_n = bp(3,i,j,k)! n

7 ndag_s = bp(4,i,j,k)! s

8 ndag_t = bp(5,i,j,k)! t

9 ndag_b = bp(6,i,j,k)! b

10 dd = bp(7,i,j,k)! diagonal

11 ac = bp(8,i,j,k)! active

12 dx = 1.0 / ac

13

14 do l=1,lx

15 pp = p(l,i,j,k)

16 bb = b(l,i,j,k)

17

18 ss = ndag_e*p(l,i+1,j ,k )&

19 + ndag_w*p(l,i-1,j ,k )&

20 + ndag_n*p(l,i ,j+1,k )&

21 + ndag_s*p(l,i ,j-1,k )&

22 + ndag_t*p(l,i ,j ,k+1)&

23 + ndag_b*p(l,i ,j ,k-1)

24 dp = ((ss-bb)*dx-pp)*omg

25 pn = pp + dp*ac

26 p(l,i,j,k) = pn

27

28 de = dble(bb -(ss -pn*dd))

29 res(l) = res(l) + de*de * ac

30 end do

31 end do

32 end do

33 end do

List 2: Pseudo code of SOR using Outer loop.

1 do l=1,lx

2 do k=1,kx

3 do j=1,jx

4 do i=1,ix

5 ndag_e = bp(1,i,j,k)! e

6 ndag_w = bp(2,i,j,k)! w

7 ndag_n = bp(3,i,j,k)! n

8 ndag_s = bp(4,i,j,k)! s

9 ndag_t = bp(5,i,j,k)! t

10 ndag_b = bp(6,i,j,k)! b

11 dd = bp(7,i,j,k)! diagonal

12 ac = bp(8,i,j,k)! active

13

14 pp = p(i,j,k,l)

15 bb = b(i,j,k,l)

16

17 ss = ndag_e*p(i+1,j ,k ,l)&

18 + ndag_w*p(i-1,j ,k ,l)&

19 + ndag_n*p(i ,j+1,k ,l)&

20 + ndag_s*p(i ,j-1,k ,l)&

21 + ndag_t*p(i ,j ,k+1,l)&

22 + ndag_b*p(i ,j ,k-1,l)

23 dp = ((ss - bb)/dd-pp)*omg

24 pn = pp + dp*ac

25 p(i,j,k,l) = pn

26

27 de = dble(bb -(ss -pn*dd))

28 res(l) = res(l) + de*de * ac

29 end do

30 end do

31 end do

32 end do

両実装の Operational intensity（Flop/Byte）を比較
する．SPARC64 IXfx1 において，配列の宣言を Outer
loop は dimension(ix, jx, kx, lx)，Inner loop は
dimension(lx, ix, jx, kx)としたときの問題サイズ
が 1283（ix, jx, kx= 128）の場合の iのループ内のOp-
erational intesityを調べる．まず演算量（flops）はOuter
loopの場合 30flops，Inner loopの場合 8 + 23× lxであ
る．次に要求 Bytesについて調べる．Outer loopでは，
bpは一度のロードで 1 ∼ 8の要素がキャッシュ内に入る
ことがアドレス値の計算をすることからわかった．また，
pのロードについても一度のロードで i+1, i, i-1, j+1,
j-1, k+1, k-1の要素がキャッシュ内に入ることがわかっ
た．加えて，b, resのロードと pのストアを含めて 5回
のロードと 1回のストアがある．次に Inner loopについ
て調べる．bpのロードは Outer loopと同様である．ま
た，pのロードも l, i+1, i, i-1, j+1, j-1, k+1, k-1の
要素が一度のロードで同じキャッシュ内に入ることがわ
かった．しかし，lxが 4より大きい時は k+1, k-1の要
素が一度のロードで同じキャッシュ内に入らないため，2
つのロードが発生する．それから，b, resのロードと p
と resのストアが lx回ずつ発生する．以上をまとめた
ものをTab. 1に示す．この表から右辺ベクトルが 128の
時，Inner loopの実装はOuter loopに比べて 2.2倍程度
の性能向上が期待できる．
両実装の並列化について，Inner loopには kの loopに

OpenMPによる並列化をしている．また，Outer loopも
kの loopで並列化している．これにより Outer loopは
右辺ベクトルごとに反復法による解を求める場合と同じ
実装になっている．
Red-Black SOR(8)（R-B SOR）法について Inner loop

の実装をしたコードを List 3示す．R-B SOR法は SOR
法のデータ更新の依存性をオーダリングを変えることに
よりなくした実装である．オーダリングを変えるために
iの loopにストライドを持たせているため，ロードした
キャッシュ内のデータを十分に使えないことが懸念される
が，R-B SOR法についても iの loop内の Operational
intensityは Tab. 1と同じになり性能向上が期待できる．

Tab. 1: Characteristics for two types of implementa-
tions.

Grid Size = 1283 Outer Inner(RHS=lx < 4)

Load & Store 4 + 2 4 + 2× lx

Arithmetic 30 8 + 23× lx

F/B 1.25 1.29 ∼ 2.08

Grid Size = 1283 Inner(RHS=lx > 4) Inner(RHS=128)

Load & Store 6 + 2× lx 6 + 2× 128
Arithmetic 8 + 23× lx 8 + 23× 128
F/B 2.08 ∼ 2.81

List 3: Pseudo code of Red-Black SOR using Inner loop.

1 do color=0,1

2 do k=1,kx

3 do j=1,jx

4 do i=1+ mod(k+j+color ,2),ix ,2

5 ndag_e = bp(1,i,j,k)! e

6 ndag_w = bp(2,i,j,k)! w

7 ndag_n = bp(3,i,j,k)! n

8 ndag_s = bp(4,i,j,k)! s

9 ndag_t = bp(5,i,j,k)! t

1SPARC64 IXfx では，加減乗算を 1flop，除算を 8flops としてカウント
する
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10 ndag_b = bp(6,i,j,k)! b

11 dd = bp(7,i,j,k) ! diagonal

12 ac = bp(8,i,j,k) ! active

13

14 dx = 1.0 / dd

15

16 do l=1,lx

17 pp = p(l,i,j,k)

18 bb = b(l,i,j,k)

19

20 ss = ndag_e * p(l,i+1,j ,k )&

21 + ndag_w * p(l,i-1,j ,k )&

22 + ndag_n * p(l,i ,j+1,k )&

23 + ndag_s * p(l,i ,j-1,k )&

24 + ndag_t * p(l,i ,j ,k+1)&

25 + ndag_b * p(l,i ,j ,k-1)

26 dp = ((ss-bb)*dx-pp)*omg

27 pn = pp + dp*ac

28 p(l,i,j,k) = pn

29

30 de = dble(bb -(ss -pn*dd))

31 res(l) = res(l) + de*de * ac

32 end do

33

34 end do

35 end do

36 end do

37 end do

3.1 実行性能
Outer loopと Inner loopの両実装について，Tab. 2

に示す SPARC64 IXfx（FX10）での性能評価を Tab.
3 のパラメータで行った．前処理の性能比較のため一
定回数反復したときの性能を計測した．評価する問題
は，(1)と同じ性質を持つ 3次元の熱伝導問題 ∇2ϕ = 0
を Dirichlet/Neumann 境界条件で解く問題，および
三次元のキャビティフロー問題を扱った．計算は単精
度計算である．なお演算性能の計測には Performance
Monitor library（PMlib）(9) を用いている．PMlib は
ユーザーが宣告した演算数と処理前後のタイミング測定
データから演算性能を推定する．コンパイラオプション
は-Kfast,parallel,ocl,preex,array private,auto
-Kopenmp,simd=2,uxsimdである．

Tab. 2: Specification of a computing node of FX10.

CPU SPARC64 XIfx
Clock 1.65 GHz
Core 16

Ideal peak performance 211.2 GFlops
Cache 12 MB
Memory 32GB
Bandwidth 85 GB/s

Tab. 3: Investigated parameters.

Solver SOR method,
Red–Black SOR method

Grid size 323, 643, 1283, 2563

Number of threads 1 to 16

Number of pressure vectors 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128

SOR法とR-B SOR法の逐次実行時の性能を Fig. 1に
示す．Outer loopの実装は SOR法，R-B SOR法の両方
とも右辺ベクトルによらず性能が一定であることがわか

る．これに対して，Inner loopの SOR法は右辺ベクトル
が増えるごとに性能が向上していることがわかる．右辺
ベクトルが増えるごとに係数行列のロードの削減の効果
が増えたため性能向上につながったことがわかる．しか
し，R-B SOR法では右辺ベクトルが 64以上で性能劣化
が見られ，Outer loopの性能を超える性能向上が見られ
なかった．これはR-B SOR法の実装の特徴であるストラ
イドメモリアクセスが原因だと考えられる．右辺ベクト
ルが増えるごとにストライドの大きさが増えるため，ボ
トルネックとなったと考えられる．右辺ベクトルが 128の
ときの SOR法の性能について，Outer loopは 0.6GFlops
に対して Inner loopは 4.2GFlopsと 7倍の性能向上が得
られた．Operational intensityの比較で予想した以上の
性能向上が見られた．これは Inner loopの SOR法の実
装でOuter loopの実装に比べて計算順序が変わった結果
データの依存性が緩和されデータの依存性による実行性
能低下が緩和されたためである．
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Fig. 1: Comparison of sequential performance with a
problem size 1283.

次に，スレッド並列時の性能をFigs. 2, 3に示す．SOR
法の性能についてはOuter，Inner loopの実装ともスレッ
ド数に応じて性能が増え，スケーリングしている．R-B
SOR法の性能については Outer loop（Fig. 3(a)）では，
スレッド数が大きいところでメモリバウンドの傾向が見
られる．しかし，Inner loop（Fig. 3(b)）では SOR法と
同様スケーリングしていることがわかる．Inner loopの
実装では SOR法の右辺ベクトルが 128のとき最大性能
66.3GFlopsを達成している．これはピーク性能の 31.3%
であり，Outer loopの SOR法の最大性能 9.7GFlopsと
比べると約 6.8倍の性能向上である．
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Fig. 2: Threading performance of SOR method with a
problem size 1283.
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Fig. 3: Threading performance of R-B SOR method
with a problem size 1283.
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4. 収束過程を考慮した制御
前章までで，共通の係数行列を持つ複数のステンシル

計算を一度に扱うことによりBi-CGstab法の前処理の部
分の性能向上を行った．ここでは Bi-CGstab法の全体の
評価を行う．
右辺ベクトルによって反復計算の収束履歴は異なるこ

とを考慮すると，前章までの実装では，すべての解ベク
トルが収束するまでの収束過程の中で，収束した解ベク
トルに対しても反復計算を行うことになる．この反復計
算は本来しなくても良い計算であるため，本節ではこの
計算コストを取り除く制御を実装することでさらなる高
速化を行う．まず，Outer loopについては if文を lのルー
プの内側に入れ制御を行う．次に Inner loopについても
if文による制御を考えるが，Inner loopの実装で if文を
入れる場合，最内側の lのループの内に if文を入れるこ
とになる．この場合，大量の分岐予測の発生やコンパイ
ラの最適化の難化，またキャッシュラインに乗るデータ
を十分に使えないことが懸念されるため，演算性能の劣
化が考えられる．
if文を使わない制御について 2つの方法を考える．1つ

は Fig. 4(a)に示す配列内のベクトルを交換する方法で
ある．こちらは反復計算を行わないベクトルを配列の外
側の収束していないベクトルと交換し，lのループ長を短
くすることで余計な計算コストを取り除いている．もう
1つは Fig. 4(b)に示す配列を再形成する方法である．こ
ちらは収束したベクトルとそうでないベクトルを別々の
配列に作り変え，収束していないベクトルを持つ配列だ
けを反復計算に用いることで余計な計算コストを取り除
いている．

(a) Exchanging vectors.

(b) Reshaping arrays.

Fig. 4: Two types of control methods.

ベクトルの交換と行列の再形成の 2つの方法の違いに
ついて比較を行う．まず，演算性能について考える．ベク
トルの交換の場合，収束したベクトルが配列内にあるた
め，反復計算のためのデータロードの際，収束したベク
トルもデータロードに含まれる．つまり，計算に用いな
いデータまでロードすることになる．それに比べて行列

の再形成では，配列内に収束していないベクトルしかな
いため，余計なデータロードが抑えることができる．従っ
て，ベクトルの交換よりも良い演算性能が期待できる．し
かし，行列の再形成を行うためには if文やベクトルの交
換に比べ多くのワークスペースが必要となる．Algorithm
1に示す Bi-CGstab法を用いる場合，反復計算の過程を
考慮すると xk, b, r0, r

∗
k,pk, qについて制御を行う必要が

ある．制御のためのワークスペースを極力減らすために，
Fig. 5に示すように収束した解ベクトルと右辺ベクトル
のための配列 X∗, B∗ と空の配列を 1つ用意し，配列の
メモリ領域をローテションさせて使いながら配列の再形
成を行うことでメモリ使用量を小さく実装を行った．

Algorithm 1 BiCGstab algorithm

1: Start with an initial guess x0

2: Compute r0 = b−Ax0

3: Choose an arbitrary vector r∗0 such that ρ0 = (r∗0 ·
r0) ̸= 0, e.g., r∗0 = r0

4: p0 = r0

5: k=0

6: repeat

7: q = Apk

8: α = ρk/(r
∗
0 · q)

9: s = rk − αq

10: t = As

11: ω = (t · s)/(t · t)
12: xk+1 = xk + αpk + ωs

13: rk+1 = s− ωt

14: ρk+1 = (r∗0 · rk+1)

15: β = (α/ω)(ρk+1/ρk)

16: pk+1 = rk+1 + β(pk − ωq)

17: ρk ← ρk+1

18: k++

19: until ∥rk+1∥2/∥b∥2 < ϵ

Fig. 5: Rotating memory space of arrays.
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4.1 実行時間の比較と制御の性能差
行列の再形成など制御を提案したが，配列の交換，再形

成の部分はオーバーヘッドとなるため，オーバーヘッドの
時間を含めた実行時間の比較を行う．扱う問題は前章の性
能評価で用いたものと同じである．SOR法を前処理とし
た Bi-CGstab法を用いて実験を行う．実行時間を右辺ベ
クトルの数で割った右辺ベクトル 1つあたりの実行時間で
あるAverage timeを縦軸とした実行結果をFig. 6に示す．
図中，Outer loopは List 2の lの loopの内側に if文分岐
を入れた実装，Inner loop(No)は制御を行わない List 1
と同じ実装で，Inner loop(If)はList 1の lの loopの内側
に if文を入れて制御を行う実装，Inner loop(Exchanging)
はベクトルの交換，Inner loop(Reshaping)は行列の再形
成による制御を行う実装である．Outer loopの Average
timeは右辺ベクトルによらずあまり変化がない．それに
対して Inner loopは制御の種類に問わず右辺ベクトルの
数に応じてAverage timeが減っている．制御がなくても
Inner loopの実装は右辺ベクトルの数が大きいところで
はOuter loopよりも高速となった．また，行列の再形成
の実装は制御なしの実装よりも実行時間が短く，余計な
計算コストを取り除くことによる高速化が達成できた．
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Fig. 6: Comparison of average time with a problem size
1283.

最後に，制御による性能差を比較するために前処理の
演算性能の測定結果を Fig. 7 に示す．制御を入れるこ
とにより，収束過程の中で収束したベクトルが増えるご
とに演算性能が下がるため，制御なしに比べると制御あ
りの実装は全体的に性能が下がる．これは収束したベク
トルの数が増えるごとに lのループ長が短くなり，その
ループ長に応じて反復ソルバの性能が Fig. 1(a)に示す
ように性能が変化するためである．ベクトルの交換と行
列の再形成は if分岐に比べると全体的に性能は良い．ま
た，右辺ベクトルの数が大きいところでベクトルの交換
と行列の再形成で差が大きく出た理由は，反復計算内で
計算に使わないデータロードの発生が影響したことがわ
かる．
5. まとめ
共通の係数行列を持つ複数のステンシル計算を同時に

取り扱うことで，係数行列のロードコストを削減し，反
復ソルバの性能向上を行った．SPARC64 XIfxで，性能
評価を行い最大 6.8倍の性能向上を示し，最大性能はピー
ク性能の 31.3%を達成した．提案手法の高速化の確認し
た上で，収束履歴の違いを考慮した，余計な計算を取り
除く実装を行い，制御を入れることでさらなる高速化が
達成できた．
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