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低Pr数流体の磁気印加マランゴニ対流に及ぼす壁面の導電性の影響
Effect of electro-conductivity of the wall on Marangoni flow of low Prandtl number fluid under magnetic field
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Effect of electro-conductivity of the wall on Marangoni flow of low Prandtl number fluid under magnetic field has
been investigated numerically. The electro-conductivity of the wall affects the azimuthal disturbance and enables

to prevent transition effectively for both axial and horizontal magnetic fields. This trend is found especially at
the transition to the 1T+R-type oscillation mode. When the Hartmann number is around the critical point, the
effect on the azimuthal disturbance is also found under axial magnetic field, but there is little difference between
two boundary conditions of current density under horizontal one.

1. 緒言
半導体単結晶の育成方法の一つに Floating-Zone法が

ある．この方法は非常に高純度の結晶を得られる方法と
して知られているが，溶融部の自由表面に働く表面張力
に起因する振動マランゴニ対流によって結晶に欠陥縞が
導入され，電気的特性の不均一を引き起こす等の問題を
抱えている．こうした背景から，マランゴニ対流の構造
や流れの遷移に関する研究は多くなされており (1)(2)，対
流制御に関する研究も多くなされている (3)．また近年に
なって，対流の構造が明らかになりつつあり，より実現象
に即したモデルでの解析が求められている．そこで本研
究では，液体金属の上下にサポートロッドを用意し，磁
気印加マランゴニ対流の制御効果に対して，壁面の導電
性が与える影響を考察することを目的とする．

2. 解析モデル
従来より用いられているHalf-Zone modelを Fig. 1の

左に示す．このモデルは液柱部分のみを抽出したものと
なっており，実際の実験で用いられるサポートロッドの
影響は考慮されていない．そこで本研究では Fig. 1 の
右に示すようなロッドを含むモデルを採用した．このモ
デルではロッドの上下端で等温条件を与えることで，液
柱の上下端で温度の不均一を再現することが可能であり，
磁場印加時には，壁面の導電性を考慮することが可能と
なる．本研究では，液柱及びロッドの半径 aを代表長さ
とし，液柱のアスペクト比とロッドのアスペクト比をそ
れぞれAs，Asrとする．また，印加する磁場は上下面に
垂直な方向（鉛直磁場）をと水平な方向（水平磁場）の
2種類を考え，導電性の有無による差異を検証した．な
お，水平磁場は，φ = 0から φ = πの方向に印加した．
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Fig. 1: Calculation model (left: half-zone model, right:
present model).

3. 導電壁の取り扱い (4)

本節では，導電性を有する境界条件のモデル化につい
て述べる．流体の導電率を σf，ロッドの導電率を σr と
すると，Ohmの法則により電流密度を以下のように表す
ことができる．

j⃗f = σf

(
−∇⃗ψ + u⃗× b⃗

)
, j⃗r = σr

(
−∇⃗ψ

)
(1)

Fig. 2に注目する壁面近傍の図を示す．境界面に垂直
な電流密度の成分 jbn は，流体・ロッド双方の値を用い
て計算することが望ましい．そこで，流体中の電流密度
の壁面に垂直な成分を jfn，ロッド中のそれを jrnとする
と，Ohmの法則より，

jfn = −σf
ψb − ψf

∆n/2
, jrn = −σr

ψr − ψb

∆n/2
(2)

ただし，境界面近傍では流速は十分に小さいとし，誘
導起電力の項を落とした．境界を含む検査体積では，流
体中の電流密度とロッド内の電流密度は等しいので，

jbn = − 2σfσr
σf + σr

ψr − ψf

∆n
= − 2σfσr

σf + σr

∂ψ

∂n
(3)

これを無次元化し，最終的に以下の式を得る．

Jbn = − 2Cm

1 + Cm

∂Ψ

∂n
, Cm =

σr
σf

(4)
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Fig. 2: Current density at interface between the fluid
and the rods.
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4. 解析方法
解析に際し，対象となる液体金属は溶融スズを想定し，

非圧縮性 Newton流体を仮定した．また界面変動は無い
ものとし，無重力環境を模擬した計算を行った．空間の
離散化には等間隔スタッガード格子を採用し，時間項に
はオイラー陽解法を適用した．運動方程式の移流項には
対流型補間法 (5)を適用し，圧力解法は SMAC法を用い
た．運動方程式中の電流密度は Ohmの法則により求め，
電荷保存則を満たすよう電位修正を行い，電場を求めた．
電位の解法には圧力と同様 SMAC 法を採用し，計算の
高速化のためMulti-Grid法を適用した．また温度場は，
エネルギー方程式を完全陰解法で解くことにより求めた．
以下に解析に用いた無次元支配方程式を示す．

∇ · U⃗ = 0 (5)

∂U⃗

∂τ
+
(
U⃗ · ∇

)
U⃗ = −∇P +∇2U⃗ +Ha2J⃗ × B⃗ (6)

Pr

{
∂T

∂τ
+
(
U⃗ · ∇

)
T

}
= ∇ · (λ∇T ) (7)

∇ · J⃗ = 0 (8)

J⃗fluid = −∇Ψ + U⃗ × B⃗ (9)

J⃗rod = −Cm∇Ψ (10)

計算の初期条件として，流体は静止しており，また温
度場はロッド下端で +0.5，その他の領域では −0.5とし
た．速度の境界条件は，液柱の上下端で滑りなし，自由
表面ではマランゴニ境界条件，中心軸ではOzoe and Toh
の方法を採用した．温度の境界条件はロッドの上下端で
加熱及び冷却，自由表面では断熱とした．電流密度は自
由表面とロッドの上下端で絶縁とし，中心軸では速度と
同様に Ozoe and Tohの方法を用いた．以下に初期条件
と境界条件を示す．

初期条件：

U = 0, T = −0.5 at τ = 0 (11)

境界条件：
ロッドの上下端：

T = −0.5, JZ = 0 at Z = −Asr (12)

T = +0.5, JZ = 0 at Z = As+Asr (13)

自由表面（液柱）：

U = 0 (14)

∂V

∂R
− V

R
= −Ma

Pr

∂T

∂φ
(15)

∂W

∂R
= −Ma

Pr

∂T

∂Z
(16)

∂T

∂R
= 0, JR = 0 (17)

自由表面（ロッド）：

∂T

∂R
= 0, JR = 0 (18)

液柱ーロッド界面：

U = V =W = 0 (19)

JZ = − 2Cm

1 + Cm

∂Ψ

∂Z
or 0 (20)

ここで，無次元数は以下のように定義した．

B⃗ = b⃗/b0, J⃗ = j⃗/(u0b0σf ), P = p/p0, R = r/a,

T = (θ − θ0)/(θh − θc), U⃗ = u⃗/u0 = t(U, V,W ),

Z = z/a, Ψ = ψ/(u0b0a), τ = t/t0, ∇ = a∇⃗

Ha = b0a
√
σf/µ , Ma = (−γθ(θh − θc)a)/(µαf ),

P r = ν/αf

また，参照量はそれぞれ以下の通りである．b0は印加
した磁束密度の強さを表す．

u0 = ν/a, t0 = a2/ν, p0 = ρν2/a2,

θ0 = (θh + θc)/2

エネルギー方程式中の λ は無次元の熱伝導率であり，
以下のように設定する．ここで，krと kf はそれぞれロッ
ドと流体の熱伝導率とする．また，ロッド中ではエネル
ギー方程式の対流項がゼロとなるようにする．

流体中　：　λ = 1.0 (21)

ロッド中　：　λ =
kr
kf

≡ Km (22)

境界面　：　λ =
2Km

1 +Km
(23)

境界面での λは，前節で述べた壁面での導電性の境界
条件と同様に，検査体積内での熱流束一定の条件より算
出した．

5. 妥当性の検証
既往の研究 (1) から，As = Asr = 2.0,Ma = 200で

の解析では，まず波数m = 2T（T：Twist）の振動流が
発生した後にm = 1Tの振動流へと遷移し，さらに時間
が経過すると，m = 1Tの振動を続けながら回転する流
れ（便宜上 R：Rotateと表記する）を生じることが知ら
れている．そこで本研究では，比較する文献と同一の計
算条件での解析を行い，妥当性検証としてこの三段階の
流れの遷移を再現することを試みた．計算条件を Tab. 1
に示す．また，Fig. 3の (a)に本計算で得られた自由表
面での速度及び温度の時間推移を示す．このグラフから，
三段階の振動流遷移の様子が伺える．またその時の波数，
振動モード及び遷移時期が一致していることを可視化結
果より確認した．代表例として，m = 1T+Rの振動流の
スナップショットを Fig. 3の (b)に示す．以上より，今
回得られた結果は他の文献 (1) に記載されているものと
概ね一致していることから，本計算の定性的な妥当性を
確認した．

Tab. 1: The computational parameters (Ha = 0)

Aspect ratio Pr Ma Km Grid numbers

As = Asr (R× φ× Z)

2.0 0.009 200 0.56 20× 40× 120

6. 磁場印加計算
続いて，前節で再現した流れ場に磁場を印加し，壁面の

導電性の有無が流れの遷移に与える影響を検証する．格
子数以外はTab. 1と共通の値を用い，追加の計算条件を
Tab. 2に示す．ここでは，臨界 Ha数より十分小さい領
域での解析結果と，臨界値付近での場合の 2通りについ
て述べる．
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Tab. 2: The additional computational parameters (ap-
plied magnetic field)

Ha Cm Grid numbers

Conductive / Insulate (R× φ× Z)

2 / 15 1.14 / 0 20× 36× 120

6.1 臨界Ha数以下の場合
臨界Ha数以下の場合として，今回はHa = 2の解析を

行った．Fig. 4に自由表面での速度及び温度の時間推移
を示す．なお，(a)は鉛直磁場，(b)は水平磁場を印加し
た場合のグラフである．鉛直磁場の場合，m = 1Tまで
の過渡応答は速度・温度とも概ね一致しているものの，そ
の後の回転流への遷移時期に違いがあることが見て取れ
る．これは，導電壁の方が絶縁壁よりも周方向及び半径
方向の擾乱を抑制する効果が高いことを示している．ま
た水平磁場の場合でもこの傾向が見られた．いずれの磁
場についても，速度や温度の絶対値については大きな差
は無く，軸方向流に対する影響は極めて小さいと考えら
れる．

6.2 臨界Ha数付近の場合
続いて，Ha = 15の解析結果を Fig. 5に示す．先程と

同様，(a)，(b)はそれぞれ鉛直磁場，水平磁場での結果
である．鉛直磁場の場合は，導電壁の解析では軸対称流
で保持されているのに対し，絶縁壁ではm = 2の定常流
へと遷移していることがわかる．この結果からも，壁面
の導電性が周方向擾乱を効率よく抑制できていることが
わかる．一方で水平磁場の場合，軸方向速度の絶対値は，
導電壁の方が絶縁壁よりも大きく出ていることが見て取
れる．これは，導電壁の方が周方向速度を抑制している
ため，周方向にエネルギーが変換されず，結果として軸
方向流の速度が相対的に増加したことが原因であると推
測される．

7. 結言
今回の結果から，磁気印加マランゴニ対流の解析にお

いて壁面の導電性が与える影響を確認することができた．
特に，鉛直・水平磁場ともに導電壁の方が絶縁壁よりも周
方向速度の抑制効果が高く，1T+Rの回転流の抑制にお
いてその差が顕著に表れることがわかった．しかし，水
平磁場を印加した場合，臨界 Ha数付近での結果からは
明確な差異が確認できていないため，更に広範な Ha数
での解析を行う必要がある．特に，軸方向流に及ぼす影
響について，詳細に検証しなければならない．
従って，今後は計算の高速化・高解像度化を行うこと

で，計算効率や精度の向上を図ることが重要な課題とな
る．また，より実現象に即した解析に向け，熱起電力を
考慮した計算モデルを構築し，磁場印加によって対流が
駆動される場合についても考察をする予定である．

記号

a :円筒半径 [m], b⃗ :磁束密度 [T], j⃗ :電流密度 [A/m2],

p :圧力 [Pa], t :時間 [s], u⃗ :速度 [m/s], z :高さ [m]

αf :流体の熱拡散率 [m2/s],

γθ :表面張力の温度係数 [N/(m·K)],

θc :冷却面温度 [K], θh :加熱面温度 [K], µ :粘度 [Pa·s],
ν :動粘度 [m2/s], ρ :密度 [kg/m3],

σf :流体の導電率 [1/(Ω·m)],

σr :ロッドの導電率 [1/(Ω·m)], ψ :電位 [V]
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Fig. 3: Computational results of Ha = 0: (a) Transient
response of surface velocity and temperature; and (b)
Snapshots of temperature field during the 1T+R-type
oscillation on horizontal cross section at Z = 0.5As.
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Fig. 4: Transient response of surface velocity and tem-
perature of Ha = 2 (under the critical Hartmann num-
ber): (a) Axial magnetic field; and (b) Horizontal mag-
netic field.
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Fig. 5: Transient response of surface velocity and tem-
perature of Ha = 15 (around the critical Hartmann
number): (a) Axial magnetic field; and (b) Horizontal
magnetic field.
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