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We present a new lattice Boltzmann method (LBM) for the wave propagation in isotropic elastic body. Since this model 

uses same algorithm for previous LB model for fluid analysis, it is easy to implement fluid-structure interaction (FSI) 

simulation program. In this paper, we conducted 1D and 2D LBM elastics simulation and 2D finite difference time 

domain method for elastics to validate present model. And also, we demonstrate 1D FSI simulation which uses our model 

for structure and previous LB model for thermal fluid. 

 

1. 緒言 

格子ボルツマン法(lattice Boltzmann method, LBM)は，有限差分法

などにより流体の方程式を離散化して解く従来の CFD 手法とは

異なる流体解析手法として近年注目をあつめ，盛んに研究が行わ

れている(1)．本手法の特長として，アルゴリズムが簡単であること，

並列計算に向いた手法であるため，大規模な計算に適用しやすい

ということが挙げられる．LBMにおいてはこれまでに，内部エネ

ルギーを考慮しない流体モデル(2)や，熱流体モデル(3)など様々なモ

デルが提案されてきた．また，それらのモデルと lattice spring model

を組み合わせた解析(4)や，immersed boundary methodを組み合わせ

た細糸の解析(5)などのような流体・構造連成計算も行われている．

さらに，本手法は流体以外の計算にも適用例があり，例えば，波

動方程式(6)，Poisson方程式(7)などといった偏微分方程式をLBMで

解く手法が提案されている．しかしながら，弾性体の変形につい

て LBM を用いて解析したという例は過去に見受けられなく，

LBMだけを用いて流体・構造連成計算を行った例もない．LBMに

より弾性体の解析を行うことが可能になれば，既存の LBM のコ

ードの一部分に変更を加えるだけで弾性体の解析が可能となる．

また，弾性体と流体のLBMを組み合わせることにより，流体・構

造連成解析を単一の計算手法で行えるため，非常に簡便に解析を

行うことができ，かつ，計算の並列化により高速に解析を行える

ことが期待できる． 

本稿では，LBMによる等方性弾性体の変形の解析手法を新たに

提案し，その計算結果が妥当であるかどうかを 1次元及び 2次元

問題で検証する．2 次元問題については時間領域有限差分(FDTD)

法を用いた解と比較を行った．また，提案手法とLBMによる既存

の熱流体解析手法を組み合わせ，LBMのみを用いて1次元流体・

構造連成計算を行った． 

 

2. 数値計算手法 

LBMにおいては，通常，空間の離散化に直交等間隔格子を用い

る．本研究においても，アルゴリズムの単純化のため，直交等間

隔格子を採用した． 

2.1 格子ボルツマン法 

本研究では，LBMの基礎方程式である格子ボルツマン方程式の

衝突項として BGK モデルを用いた格子 BGK 方程式を採用した． 

 

𝑓𝑎(𝐱 + 𝐜𝑎∆𝑡, 𝑡 + ∆𝑡) 

                = 𝑓𝑎(𝐱, 𝑡) −
1

𝜏
[𝑓𝑎(𝐱, 𝑡) − 𝑓𝑎

𝑒𝑞
(𝐱, 𝑡)] 

(1)  

ここで，𝑓は格子点上の仮想粒子の分布関数，𝑓𝑒𝑞は局所平衡分布

関数で，これは速度などといったマクロ量から決定される．𝐜は粒

子速度，𝜏は無次元緩和時間，𝑎は粒子の離散化された速度の種類

を表すインデックスである． 

2.1.1 弾性体の計算手法 

微小変形する弾性体の質量保存則，及び運動方程式は次のよう

に表される．なお，以降の式は断りがない場合総和規約に従うも

のとする． 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
= 0 (2)  

∂𝑢𝑖

𝜕𝑡
=

1

𝜌

𝜕𝜎𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑗
 (3)  

ここで，𝑢𝑖は弾性体の変位速度成分，𝜎𝑖𝑗は応力テンソルである．

また，等方性弾性体の構成式は以下のような式で表される． 

σ𝑖𝑗 = 𝜆
𝜕𝑟𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗 + 𝜇 (

𝜕𝑟𝑖

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕𝑟𝑗

𝜕𝑥𝑖
) (4)  

ただし，𝑟𝑖は弾性体の変位成分，𝜆, 𝜇はそれぞれLaméの第一，第

二定数，𝛿𝑖𝑗はクロネッカーのデルタである．以上が弾性体の支配

方程式である． 

ここで，LBMにおける分布関数と，弾性体の方程式における変

数（マクロ量）の関係を次のように与える． 

0 = ∑ 𝑓𝑎

𝑎

 (5)  

𝜌𝑢𝑖 = ∑ 𝑓𝑎𝑐𝑎𝑖

𝑎

 (6)  

−𝜎𝑖𝑗 = ∑ 𝑓𝑎𝑐𝑎𝑖𝑐𝑎𝑗

𝑎

 (7)  

方程式(1)をChapman-Enskog展開(8)し，得られた分布関数のモーメ

ントの時間発展方程式に式(5)-(7)を代入すると，弾性体の方程式(2)

と，方程式(3)-(4)に誤差項𝑂(∆𝑥2)が付与された形で得られるため，

このモデルを用いると弾性体の計算が空間に 1 次精度で可能であ

ると考えられる．なお，弾性体の変位は変位速度を積分すること

で求める．ただし，このモデルを用いる場合，弾性係数𝜆, 𝜇は以下

に示す形で表される． 
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𝜆 = 𝜇 =
𝜌𝑐2

3
  

なお，𝑐 = ∆𝑥/∆𝑡である．つまり，本来は独立である 2 つの弾性

係数が等しい値を取るため，弾性係数の比を表すポアソン比を一

意に決定することができず，この場合ポアソン比は常に0.25とな

る．また，弾性係数が密度と格子速度の関数になるために，媒質

中を伝わる縦波の速度𝑐𝑙は常に 

𝑐𝑙 = √
𝜆 + 2𝜇

𝜌
= 𝑐 (8)  

となり，縦波の伝播速度と格子速度（情報の伝播速度とも言い換

えられる）が常に一致する． 

式(5)-(7)を満たす平衡分布関数として，次に示す式が考えられる． 

𝑓𝑎
𝑒𝑞

= 𝑤𝑎 (
3𝜌

𝑐2 𝑐𝑎𝑖𝑢𝑖 −
9

2𝑐4 𝑐𝑎𝑖𝑐𝑎𝑗𝜎𝑖𝑗 +
3

2𝑐2 𝜎𝑖𝑖) (9)  

ここで，𝑤𝑎は速度𝑐𝑎に対応する重み係数である．本研究では速度

モデルとして 1 次元の計算にはD1Q3 モデルを，2 次元の計算に

はD2Q9モデルを採用する．(8)式中の重み係数は，一般的な格子

ボルツマン法のもの(9)と等しい． 

2.1.2 流体の計算手法 

流体の計算には，高田らによる熱流体モデル(3)を用いた．粒子速

度モデルには，1次元7速度(D1Q7)モデルを採用する． 

2.2 境界条件 

流体の境界条件としては，固体壁の条件としてbounce-back条件

を採用した．一方，壁面が移動速度をもつ場合，流体の速度は壁

面において同じ速度になる．この場合，壁面において粒子が平衡

状態にあると仮定し，壁面における密度，流速，エネルギーより

粒子の分布関数を計算した． 

構造の境界条件としては，流体のような bounce-back条件を採用

できないため，本研究では境界上において粒子の平衡状態を仮定

し，マクロ量である変位速度と応力から平衡分布関数を用いて分

布関数を決定する手法を採用した． 

また，本稿での流体・構造連成計算においては，流体のセクシ

ョンと構造のセクションは同じ 1 つの格子を共有し，その中の格

子点を流体側の格子点，構造側の格子点に振り分けた．さらに，

境界の扱いの簡単化のために，構造側と流体側の境界がちょうど

格子点上に乗るようにジオメトリを設定した．なお，構造の変形

による物体表面の移動を考慮しなかったため，流体と構造の接触

点は移動しない．なお，連成手法は弱連成である． 

3. 弾性体LBMの検証計算 

提案手法による LBMを用いて 1次元及び 2次元弾性体の検証

計算を行った． 

3.1 1次元弾性体の引張 

固定端と応力境界条件もつ弾性体の計算結果と解析解を比較し

た．モデルの模式図を図 1に，パラメータを表 1に示す．なお，

これらのパラメータは鉄の物性値を模したものである．また，こ

のモデルにおいて格子の解像度を変化させ計算を行った．このモ

デルの格子について表2に示す． 

代表として，Case1 及び Case3 の時刻𝑡 = 89.45 𝜇𝑠での計算結

果と解析解の比較を図2, 3 に示す．この時刻において，波面が𝑥 =

0.5に到達する．変位速度の解析解は，波面において無限大になる

ので，図中では見きれている．図2(a)と図2(b)を見比べると，格子

解像度の荒い Case1 の場合では波の進行が遅れ，波面が明確に捉

えられていない．しかし，どちらのケースでも𝑥 = 0.6以降は変位

速度が定常値に収束している．次に，解析解と数値解の誤差につ

いて評価する．時刻𝑡 = 89.45 𝜇𝑠における格子幅と誤差の関係を

図 3 に示す．なお，ここに示す誤差は，解析解と数値解との相対

誤差を空間で平均したものである． 

 

Fig. 1  Schematic of 1D analysis model 

 

Table 1  1D analysis model parameters 

length 𝑙 [m] 1 

density 𝜌 [kg m3⁄ ] 7874 

shear modulus 𝜇 [GPa] 82 

lattice speed 𝑐 [m s⁄ ] 5589 

applied stress 𝑞 [GPa] 1 

 

Table 2  Lattice configuration 

Case lattice points spacing [m] 

1 101 1 × 10−2 

2 501 2 × 10−3 

3 1001 1 × 10−3 

4 2001 5 × 10−4 

 

 

(a) Case 1 

 

(b) Case 2 

Fig. 2  Spatial distribution of displacement rate 
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Fig. 3  Discretization error versus lattice spacing 

 

図3において，Case 1(格子幅0.01)における誤差を除いた3点で

の傾きは0.98であった．つまり，この計算手法は空間に1次精度

を持つ． 

3.2 2次元弾性体における弾性波の伝播 

提案手法による LBM を用いて 2 次元の弾性体の検証計算を行

った．ここでは，LBMによる計算結果を，時間領域有限差分(FDTD)

法(10)による計算結果と比較する．なお，比較対象のFDTD法は，

時間及び空間を 2 次中心差分で離散化している．解析対象の模式

図を図4に示す．解析対象の物性値は3.1節のパラメータに従う．

格子点数は251 × 51とし，長手方向の長さを1 m とした．このと

き，LBMにおける時間刻みは∆𝑡 = 0.716 μsとなる．また，FDTD

法の計算において，格子幅をLBMによるものと一致させ，時間刻

みを半分としCFL数を 0.5とした．入力として，解析モデル上面

に𝑥方向の変位速度として正弦波を1周期加えた．最大の変位速度

は1 m/sで，周期は20∆𝑡とした． 

図5, 6 はそれぞれ異なる時刻におけるLBMとFDTDによる解

析結果を，応力の𝑥𝑥成分で表したものである．𝑡 = 200∆𝑡 におい

て波面が𝑥 = 0.8 に到達し，𝑡 = 250∆𝑡 において波が境界に達し．

反射した後，𝑡 = 450∆𝑡 において波面が𝑥 = 0.2 に到達する．図

5 (a), (b) を比較すると，応力の分布は定性的に等しく与えられて

いる．また，波面通過後に生じる特徴的なX型の弾性波（これは

左右の境界で弾性波が反射したものである）が，LBMによるもの

はFDTDによるものよりも分布が若干ぼやけている． 

また，弾性波の反射後の時刻である図6において(a), (b) を比較

すると，𝑥 = 0.2 に位置する波面が，LBMによるものはFDTDと

くらべかなり散逸的になり，分布が広がっている．また，それに

続く弾性波はFDTDの解にくらべ到達した距離が短い．このこと

は，LBMにおける波の伝播速度が遅く見積もられているというよ

りも，LBM と FDTD の境界条件の差から生じたものと考えられ

る．また，LBMの解においては，先頭の波面がFDTDの解に比べ

若干弓なりになっている．これは左右面に境界条件として与えた

平衡分布の仮定が影響しているものと考えられる．この仮定のた

めに，境界で反射する弾性波は散逸的になり，また，境界上を伝

播する弾性波の伝播速度が遅くなったと考えられる． 

𝑡 = 250∆𝑡 までに弾性波が到達した距離から弾性波の伝播速度

を求めると，LBMでは5557 m/s, FDTDでは5706 m/s となり，

縦波の伝播速度の理論値 5589 m/s との誤差はLBMでは 0.6%, 

FDTD では 2.1% となった．LBM において波の伝播速度を正確

に求められるのは，(8)式に示したように縦波の伝播速度と格子速

度が一致するためだと考えられる． 

 

 

Fig. 4  Schematic of 2D analysis model 

 

 

Fig. 5  Comparing LBM and FDTD in spatial  

distribution of normal stress 𝜎𝑥𝑥 at 𝑡 = 200∆𝑡 

 

 

Fig. 6  Comparing LBM and FDTD in spatial  

distribution of normal stress 𝜎𝑥𝑥 at 𝑡 = 450∆𝑡 
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4. 1次元流体・構造連成解析 

計算対象は直列に接続された 1次元の流体と弾性体である．計

算領域は𝑥 = [0,1] で(単位はm)，𝑥 = [0,0.5]の領域が流体，𝑥 =

[0.5,1]の領域が弾性体である（𝑥 = 0.5において格子点を共有して

いる）．弾性体の物性値は3.1節での計算に準じる．また，この計

算においては，流体計算に熱流体モデル(3)を用いる．流体のパラメ

ータとして，圧力は1気圧，温度は300 K，密度は1.177 kg/m3，

気体定数は287J/kg ∙ Kとした．音速はそれぞれ弾性体が5589 m/s，

流体が508.2 m/sである．流体の音速の値が，通常の気体よりも大

きいのは，この熱流体モデルにおける比熱比は空間次元に依存し，

1 次元において比熱比が 3 となるためである．格子点数は流体側

が5000，弾性体側が339である．この差は流体側と弾性体側の時

間刻みを合わせるためであり，時間刻みは∆𝑡 = 0.264 μsとした． 

このモデルに，変位速度を正弦波振動として1周期分を 𝑥 = 1 

の境界に加えた．また，1周期を100∆𝑡とし，以降は固定境界とし

た．入力の最大変位速度は0.1 m/sである． 

図 7 に，時刻𝑡 = 600∆𝑡, 3250∆𝑡での弾性体の変位速度と流体

の圧力（ゲージ圧）の分布を示す．同図𝑡 = 600∆𝑡では弾性波が1

回流体と干渉し，𝑡 = 3250∆𝑡では5回干渉している．流体におけ

る圧力が，左に伝播するに従い減衰しているのは粘性の影響で，

ナビエ・ストークス方程式の非線形の移流項のために波面の切り

立ちが生じ，強い減衰が発生するためである．また，弾性体側は

流体側にエネルギーを受け渡すため，弾性体内を伝播する弾性波

の変位速度の振幅は，流体と干渉するたびに小さくなっているが，

波の周波数は変化していない． 

 

(a) 𝑡 = 600∆𝑡 

 

(b) 𝑡 = 600∆𝑡 

Fig. 7  Distribution of displacement rate and fluid pressure. 

Left side is fluid domain and the other is structure domain 

5. 結言 

LBMによって弾性体の計算を行う手法を新たに提案し，この手

法を用いて1次元及び2次元の弾性体問題について計算を実施し，

理論解，FDTD法による解と比較を行った．また，1次元の流体・

構造連成計算を実施し，結果を考察した． 

1 次元計算においては，空間精度の確認を行い，提案手法は空

間1次精度を持つことを確認した． 

2 次元計算においては，FDTD 法による解析結果と提案手法に

よる解析結果を比較し，平衡分布を仮定する境界条件が機能する

ことを確認した．また，弾性波の伝播速度を理論値と比較した．

提案手法による弾性波の伝播速度は理論値とほぼ一致しているが，

FDTD 法による解よりも分布が散逸滴になることを確認した．ま

た，境界付近においては伝播速度が遅くなっていることを確認し

た．これは境界条件として平衡分布を与えていることが影響して

いると考えられる． 

連成計算では，流体から弾性体側への作用を観察した．弾性体

内を伝わる弾性波の波形は変化しなかったが，流体内を伝わる圧

力波は方程式の非線形性のため，波形が変化していく様子が観察

された． 

弾性体の LBM のモデルを改良し，任意の弾性率を与えられる

ようなモデルを構築すること，解析結果に悪影響を及ぼさない境

界条件を新たに与えることが今後の課題である． 
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