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双曲型解法による磁化電子流体の高精度流束計算
Accurate flux calculation for magnetized electron fluids by hyperbolic system approach
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The hyperbolic system approach has been developed to solve for the magnetized electron fluids in quasineutral
plasmas. In this research, the accuracy in cross-field electron flux calculation is examined for the hyperbolic

system approach. Simplified test cases of the lens- and cusp-shaped magnetic field geometries are computed by
the hyperbolic system approach, and the results are compared with those obtained by the conventional elliptic-
equation approach. The hyperbolic system approach stably computes the test cases and accurately calculates the
cross-field electron fluxes with reflecting the effects of magnetic confinement. On the other hand, in the results

obtained by the elliptic-equation approach, the cross-field electron fluxes are overestimated in the conditions of
strong magnetic confinements. It is revealed that the hyperbolic system approach has an advantage of accurate
electron flux calculation.

記号の説明
A : 磁場ベクトルポテンシャル

B : 磁束密度

e : 電荷素量

L : 計算領域サイズ

M : 磁化テンソル

me : 電子質量

ne : 電子数密度

Te : 電子温度

Vd : 放電電圧

ue : 電子流速

Γ : 電子流束

νcol : 全衝突周波数

νion : 電離衝突周波数

µ : 電子移動度テンソル

Ω : ホールパラメータ

ϕ : 空間電位

ϕn : 負電位（−ϕ）

τ : 擬似時間

添 字
ref : 参照値

1. はじめに
宇宙電気推進システムの一種であるホールスラスタは，

全電化衛星や深宇宙探査機用の高性能推進機として，現在
世界中で活発に研究開発が行われている．推進機内部での
プラズマ流れの数値シミュレーションも進歩しており，最
近では推進機の設計開発も数値シミュレーション先行で行
うComputer-Aided-Engineering (CAE)やDigital Twin
のフェイズに移行してきている．今後より高性能な推進
機を開発していくためには，精緻な物理モデルと，正確
な計算手法の開発が重要である．
ホールスラスタの数値シミュレーションは，従来より

軸対象を仮定した軸方向–半径方向の 2次元解析が主流で
あり，磁場形状がプラズマの生成及び加速に与える影響
などが調査されてきた．プラズマ流中ではイオンは磁化
されない一方で，電子は強く磁化されるため，磁場閉じ
込めの影響を正確に計算するためには，磁化電子流体の

計算手法が特に重要となる．未解決問題として残る電子
異常拡散の物理を詳細に議論するためにも，数値拡散を
抑えた，磁場を横切る電子流束を正確に計算できる手法
の開発が求められている．
ホールスラスタにおいて，2次元の磁化電子流計算を

行った最初の数値解析は小紫と荒川によって行われ，ド
リフト拡散近似を施した電子流体方程式がシンプルな直
交格子上で計算された (1)．このアプローチは簡潔な定式
化ながら，2次元の磁場分布を反映させた電場計算を行
うことができるため，最近のホールスラスタ解析におい
ても用いられている (2, 3)．しかしながら，強く磁化され
た電子の流れはいわゆる異方性拡散方程式となり，その
数値計算には難しさが伴う．磁力線と計算格子が沿って
いない場合には，交差拡散の影響により強い数値拡散が
発生することが知られており，この数値拡散によって磁
力線を横切る電子流束を正確に計算できないという問題
がある (4)．
近年，磁化電子流体に対する新しい計算手法として，双

曲型方程式系を用いる解法（以下双曲型解法）が提案さ
れ研究されている (5, 6)．この手法は従来楕円型の拡散方
程式を用いて計算されてきた磁化電子流体に対し，擬似
時間発展を用いて時間発展型の双曲型方程式系を構築し
て計算する手法である．適切な前処理法などを用いるこ
とにより，強い磁場閉じ込め条件においても磁化電子流
体を安定かつ高速に計算できるという特長を持っている．
本研究では，準中性プラズマ中磁化電子流体に対する

双曲型解法に対し，磁場を横切る電子流束の計算精度を
議論する．従来用いられてきた楕円型方程式を用いる楕
円型解法との比較を通じて，双曲型解法によ磁場を横切
る電子流束がいかに正確に計算できるか，ということに
焦点を当てて議論する．

2. 基礎方程式

2.1 準中性プラズマ中電子流体
磁場の影響が小さい中性粒子やイオンの流れはそれぞ

れ適切な粒子モデルまたは流体モデルによって表現され
るとして，ここでは磁場閉じ込めの影響を強く受ける磁
化電子流れの基礎方程式を考える．運動論モデル（粒子
モデル）を出発点として，基本的には流体近似，電子慣
性ゼロ，電気的準中性を仮定することで，準中性プラズ
マ中電子流体の基礎方程式が得られる．
まず電子の質量保存則は以下の連続の式によって書き

表される．
∇ · (neu⃗e) = neνion. (1)

準中性プラズマ中では，電子密度分布がイオン密度分布
に瞬時に一致するように，電子が素早く移動すると考え
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られて，電子の時間微分項は無視される．このことから，
電子流体は非圧縮性流体に近い特徴を持つと考えられる．
電子の質量が小さいことや電子と重粒子との衝突が頻

繁に起こることなどによって，電子慣性が小さくなる．電
子慣性の影響を無視すると，電子の運動量保存則は以下
の力の釣り合いの式によって書き表される．

∇ (eneTe) = ene∇ϕ− eneu⃗e × B⃗ −meνcolneu⃗e. (2)

この近似はドリフト拡散近似と呼ばれ，多くの実用的な
プラズマ流解析で用いられる．ここでは 2次元解析を想
定し，ホールスラスタの軸方向－半径方向解析の様に，磁
力線が解析対象である x− y平面内に存在し，Bz = 0か
つ z 方向に対称性が仮定できるとする．式 (7)から以下
の様に電子流束を陽に書き表すことができる．

neu⃗e = ne [µ]∇ϕ− [µ]∇ (neTe) . (3)

[µ]は電子移動度のテンソルで，以下の様に表される．

[µ] =
1

1 + Ω2

[
1 + Ω2

x ΩxΩy

ΩxΩy 1 + Ω2
y

]
e

meνcol
. (4)

Ωx, Ωyは電子ホールパラメータと呼ばれる無次元量であ
り，ここでは以下の様に定義する．

Ωx =
e

meνcol
Bx, Ωy =

e

meνcol
By. (5)

準中性を仮定したプラズマの数値計算では，電位はガウ
スの法則ではなく，電子流体方程式を通じて計算される．
すなわち，基礎方程式としては，ガウスの法則による電位
のポアソン方程式を除く代わりに，準中性仮定 (ne = ni)
を加える格好となる．この電位に関する近似的計算手法
はプラズマ近似と呼ばれる (7)．

2.2 楕円型解法
準中性プラズマ中電子流体の特徴は電子流体方程式系

から空間電位を計算する点であるが，従来のアプローチ
では楕円型方程式を用いた計算が行われてきた．楕円型
方程式を用いたアプローチ（以下楕円型解法）では，式
(3)を式 (1)に代入し，変数 ue を消去することで得られ
る以下の楕円型方程式を用いる．

∇ · (−ne [µ]∇ϕ) = −∇ · ([µ]∇ (neTe))− neνion. (6)

電子移動度テンソルの対角成分は各方向への拡散の効果
を表している一方で，非対角成分は，ある一方向の勾配
が別の方向の流束を誘起するというドリフトの効果を表
している．従来のアプローチではこの楕円型方程式を ϕ
に関する境界値問題として解いていた．準中性プラズマ
中電子流体は非圧縮性流体に近い性質をもつことを前述
したが，楕円型方程式を用いたアプローチは非圧縮性流
体のMarker-and-cell (MAC)型解法に類似する．

2.3 双曲型解法
異方性拡散方程式を安定かつ高速に解く手法として，

双曲型システムによるアプローチが開発されてきた．こ
の手法は前述の異方性拡散方程式を，それと等価な双曲
型方程式システムに変換して解く手法である．式 (2)は
以下の様に書き直すことができる．

−ene∇ϕ+∇ (eneTe) = −meνcol [M ]neu⃗e. (7)

ここで，

[M ] =

[
1 + Ω2

y −ΩxΩy

−ΩxΩy 1 + Ω2
x

]
. (8)

[M ]は電子の磁化度合いを表す無次元のテンソルである．
これらの式に擬似時間発展項を付加することで，双曲型

方程式系を構築することを考える．電子の質量保存の式
には本来電子密度の時間微分項が備わっていたが，電気
的準中性の仮定によりこの時間微分項は無視されていた．
そこで準中性プラズマ中電子流体のための双曲型解法で
は，以下の様に電子密度の代わりに空間電位に関する擬
似時間発展項を加える．

ne,ref

ϕref

∂ϕn

∂τ
+∇ · (neu⃗e) = neνion. (9)

ここで ϕn ≡ −ϕである．一方運動量保存の式には，以下
の様に電子運動量の擬似時間発展項を加える．

∂

∂τ
(meneu⃗e) + ene∇ϕn +∇ (eneTe)

= −meνcol [M ]neu⃗e. (10)

双曲型解法は式 (9), (10)からなる双曲型システムに対し，
風上差分を適用することで安定に計算を行おうとするも
のである．ここで人工的に付加された擬似時間発展項は
物理的な意味を持たないため，反復計算によって十分小
さい値に収束させる必要がある．定常状態において，双
曲型方程式系は微分方程式上では元の保存式や楕円型の
式 (6)とも等価である．擬似時間発展を用いるアプロー
チという点で双曲型解法は非圧縮性流体や低マッハ数の
流体に対する擬似圧縮性解法に類似する (8)．

3. 数値手法

3.1 方程式の簡素化と無次元化
本研究では 2次元のテスト計算を通じて磁化電子流体

に対する双曲型解法の有効性を評価する．電子が磁化さ
れたことによる数値上の難しさに焦点を当てるため，こ
こでは以下の仮定を置いたシンプルな異方性拡散問題を
扱う．

ne = const., Te = const., νcol = const.,

νion = 0. (11)

スケールパラメータに依存しない計算を行うために方
程式の無次元化を行う．計算領域サイズ Lや参照値など
を用いて，各物理量を以下の様に無次元化する．

∇̃ = L∇, ϕ̃ = ϕ/ϕref , ν̃col = νcol/νcol,ref ,

τ̃ = νcol,refτ, [µ̃] = (meνcol,ref) /e [µ] (12)

ここでチルダ付きの文字は無次元化された量を表す．双
曲型解法では電子流速も変数として扱う．計算領域内部
で磁場を横切って移動する電子の流速を考えると，オー
ムの法則の観点から電子流速は，放電電圧に比例し，計
算領域サイズと衝突周波数に反比例する．さらに，電子
が磁化された場合には磁場を横切る方向の電子移動度に
比例する．これらのことから，電子流速に対しては以下
の様な無次元化を施す．

ũe =
(
1 + Ω2

) Lνcol,ref
(eVd/me)

ue. (13)

3.2 楕円型解法における数値手法
Sec. 3.1における仮定を施すと，式 (6)は以下の様に

単純化される．

∇̃ ·
(
− [µ̃] ∇̃ϕ̃

)
= 0. (14)

直交格子上で，この楕円型方程式を直接法によって計算
する．この手法を以下では楕円型解法と呼称する．拡散項
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Tab. 1: 比較に用いる計算手法一覧．

双曲型解法 楕円型解法

方程式 双曲型システム 楕円型方程式

格子 直交格子 直交格子

空間 2次精度風上 2次精度中心

時間 ADI-SGS法 直接法

は交差拡散含めすべて 2次精度中心差分で離散化し，長
方形格子における 9点のステンシルを用いた一般的な離
散化式を用いた (9, 10)．直接法，すなわちガウスの消去
法は LU分解と前進後退代入という二つのステップによ
り実装し，係数行列が帯行列となることを利用して，計
算時間短縮及び使用メモリ低減を行った．

3.3 双曲型解法における数値手法
Sec. 3.1における仮定を施すと，式 (9), (10)は以下の

様に単純化される．

∂ϕ̃n

∂τ̃
+ ∇̃ · ⃗̃ue = 0 (15)

∂⃗̃ue

∂τ̃
+ ∇̃ϕ̃n = − [M ] ⃗̃ue (16)

この双曲型方程式系に対し安定な計算を行うために，近
似リーマン解法に基づく風上差分を適用する．空間の離
散化は有限体積法に基づいて行い，Steger-Warmingの流
束ベクトル分離法 (11)による風上差分を用いた．minmod
流束制限関数を併用したMUSCL法を用いて空間 2次精
度とした．
双曲型解法において擬似時間発展項は物理的な意味を

持たないため，十分小さな値へと収束させる必要がある
が，この収束加速のために陰解法が有効である．本研究で
は圧縮性流体のCFDにて用いられる Symmetric Gauss-
Seidel法を用いた．陰解法部分の空間差分は空間 1次精度
にて評価した．本研究にて比較に用いる計算手法を Tab.
1にまとめる．

4. レンズ磁場およびカスプ磁場でのテスト計算

4.1 計算条件
本研究では 2次元のテスト計算を通じて双曲型解法に

よる電子流束の計算精度を評価する．2次元テスト計算
の計算領域と境界条件を Fig. 1に示す．
二次元での磁場形状のトポロジーとしてプラズマ工学

的に重要なものとして，レンズ磁場及びカスプ磁場があ
る．レンズ磁場はイオンの流れを集中させるプラズマレ
ンズと呼ばれる効果を作り，ホールスラスタの放電チャ
ネルにおいて，イオンを壁面から遠ざけながら加速する
ために用いられる磁場形状である (12, 13)．カスプ磁場は
容器壁面からプラズマを遠ざけながらも，カスプ点の周
りでは磁場フリーの領域を作ることが可能であり，イオ
ンエンジンの放電室などで用いられるほか，ホールスラ
スタにおいても陽極付近でしばしば現れる．
テスト計算用のレンズ磁場およびカスプ磁場を生成す

るため，それぞれ以下の磁場ベクトルポテンシャルを仮
定した．

Az,Lens = Bref x̂

(
1− 2ŷ2

L2

)−1

, (17)

Az,Cusp =
Bref

L

(
x̂2 − ŷ2

)
. (18)

Fig. 1: 2次元テスト計算の計算領域と境界条件．

Fig. 2: 入力条件としてテスト計算に用いたレンズ磁場お
よびカスプ磁場形状．図中点線は磁力線，実線は予想さ
れる電子流線の一例を表し，黒点にて Bref を定義する．

それぞれの磁場形状を Fig. 2に示す．参照磁束密度Bref

は図中黒点の位置で定義されており，参照ホールパラメー
タは Ωref = eBref/ (meνcol,ref)と与えられる．
磁力線を横切る電子流束に対する評価指標として、本

研究では計算領域を横切る電子流束を用いた。計算領域
を横切る電子流束 Γx は Fig. 1に示される通り，x = L
の境界を横切って流れる電子流束の総和と定義した．本
解析では参照ホールパラメータを 1− 104で変化させて、
計算領域を横切る電子流束を計算した．

4.2 計算結果

レンズ磁場条件をΩref = 100に設定して双曲型解法に
より計算した．各変数の擬似時間発展項（残差）は Fig.
3に示す通り単調減少し，定常解が得られた．レンズ磁
場条件の計算結果を Fig. 4に示す．電位分布は磁場分布
を反映したレンズ型になっており，等電位線は磁力線に
正確に沿っている．電子は陰極側から陽極側へと向かう
際，横切る磁力線の本数が最小になる経路を選択する傾
向がある．この特性と照らし合わせると，レンズ磁場条
件の電子流線の結果は妥当なものであると分かる．
カスプ磁場条件に対してもΩref = 100の条件にて双曲

型解法により計算した．各変数の擬似時間発展項は，レ
ンズ磁場条件の結果と同様 Fig. 5の通り単調減少を示し
た．カスプ磁場条件の計算結果を Fig. 6に示す．等電位
線はカスプ磁場形状を反映したものとなっており，カス
プ点の周辺では電位が平坦な領域ができていることが分
かる．また電子流線に対しては，カスプ磁場の磁場形状
と照らし合わせると，横切る磁力線の本数が最小となる
ような電子流線が適切に計算されていることが分かる．

3 Copyright c⃝ 2018 by JSFM



第 32 回数値流体力学シンポジウム
C09-3

Fig. 3: レンズ磁場条件を双曲型解法で計算した際の反
復計算における残差収束性．

Fig. 4: 双曲型解法によるレンズ磁場条件の計算結果．点
線は参照磁力線を表す．

4.3 電子流束の計算精度
レンズ磁場条件において，双曲型解法と楕円型解法に

よって得られた，計算領域を横切る電子流束のホールパ
ラメータ依存性を Fig. 7に示す．計算領域右端から左端
へと電子が流れるときの電気的抵抗を考えると，磁場閉
じ込めによる電気的抵抗が支配的となる．磁力線を横切
る方向の電子移動度は式 (4)で表されるとおり，1 + Ω2

に反比例する．すなわち，磁場閉じ込めが十分強い条件
では，計算領域を横切る電子流束は Ω−2に比例する．双
曲型解法では，磁場閉じ込めが強くなる Ωref > 10とな
る条件において，Γx ∝ Ω−2

ref という特徴が捉えられてい
る．双曲型解法では，磁場閉じ込めの影響を反映した正
確な電子流束計算が可能であることが分かった．
一方で，直交格子上で楕円型方程式を解く楕円型解法

では，磁場閉じ込めが強くなる条件において，電子流束
が過多に見積もられてしまっている．特に Ωref > 102の
条件下ではホールパラメータを増加させても電子流束は
ほぼ横ばいとなっており，Γx ∝ Ω−2

ref という磁場閉じ込
めの影響を適切に反映した流束計算が出来ていない．
磁力線を横切る電子流束の計算精度に関して，カスプ

磁場条件においても，レンズ磁場条件の結果と同様の傾
向が見られた．カスプ磁場条件における計算領域を横切
る電子流束のホールパラメータ依存性を Fig. 8に示す．

Fig. 5: カスプ磁場条件を双曲型解法で計算した際の反
復計算における残差収束性．

Fig. 6: 双曲型解法によるカスプ磁場条件の計算結果．点
線は参照磁力線を表す．

カスプ磁場条件の場合でも，双曲型解法は Ωref > 10と
なるような強い磁場閉じ込めの条件において，Γx ∝ Ω−2

ref

という特徴を捉えた計算を行うことが可能であった．一
方楕円型解法はやはり Ωref > 102となるような強い磁場
閉じ込めの条件では，電子流束が過大に計算されている．
すべての計算手法で基礎的な物理モデルは同一である

ため，楕円型解法において電子流束が過剰に計算されて
しまうのは数値的な誤差によるものである．楕円型解法
は有限体積法および直接法に基づいて実装されており，数
値流束の保存はマシンイプシロン程度の十分小さい誤差
で満たされている．つまり，楕円型解法における電子流
束が過剰に計算されてしまう原因は空間的な離散化誤差
によるものである．準中性プラズマ中電子流体は非圧縮
性流体に近い性質を持っており，支配方程式を楕円型の
拡散方程式を用いて記述することが可能である．しかし
ながら，この拡散方程式を一般的な中心差分で計算して
も，強い磁場閉じ込めの条件下では異方性の影響により
流束が正確に計算できないことが明らかになった．
ホールスラスタでは磁場閉じ込め強度は Ω > 100とな

ることが知られているが (14)，このような強い磁場閉じ
込めの影響を正確に反映したプラズマ流解析を行う上で，
双曲型解法は有力な数値手法となることが示された．
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Fig. 7: レンズ磁場条件における各手法での放電電流の
ホールパラメータ依存性．

Fig. 8: カスプ磁場条件における各手法での放電電流の
ホールパラメータ依存性．

5. 結論

ホールスラスタなどで現れる準中性プラズマ中磁化電
子流体に対し，双曲型方程式系と擬似時間発展を用いて
解析する双曲型解法に関し，磁場を横切って流れる電子
流束の計算精度を検証した．テスト計算では 2次元での
磁場形状のトポロジー上重要であるレンズ磁場およびカ
スプ磁場の形状を用いた．従来用いられていた手法であ
る，楕円型方程式を直交格子上で直接法により解く手法
を実装し，双曲型解法とこの楕円型方程式を用いる手法
の間で，磁力線を横切って流れる電子流束の計算精度に
関して比較を行った．
レンズ磁場およびカスプ磁場条件に対し双曲型解法を

適用したところ，各変数の擬似時間発展項は安定に十分
小さい値へと収束し，収束解が得られた．ホールパラメー
タが 100以上となるような電子が強く磁化された条件で
は，楕円型方程式を直交格子上で解いた場合には磁場を
横切る電子流束が，数値誤差により過大に計算されてし
まうことが分かった．一方双曲型解法では，レンズ磁場お
よびカスプ磁場の条件において，磁場閉じ込め強度を反
映した正確な電子流束計算が可能であることが示された．
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