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We present a new method of using multi-dimensional Heaviside function as the indicator function for interface 
capturing. Noticing that the single variable Heaviside function is analytically and repetitively integrable, the volume 
integrations appearing in the cell average and the fluxes of the multi-dimensional Heaviside function connected by a 
single parametric variable are carried out analytically. The new method is equivalent to the PLIC method but excludes 
geometric reconstructions, appealing in computational efficiency and algorithmic simplicity. The new method is simple 
and efficient, can preserve sharp interfaces as compared to the smoothed indicator function VOF methods. Numerical 
results are provided for simple advection tests and the dam-break problem.  
 

 

１．はじめに 

一般的に，気液界面を扱う VOF 法を幾何学型と代数型に分類

することができる(1)．幾何学型 VOF 法の代表である PLIC 法(2-5)

では，各格子セルにおける気液界面を直線（2 次元）または平面

（3 次元）で近似している．VOF 値から界面を決定するために，

幾何学的再構築をするが必要である． 
代数型VOF法は指標関数(indicator function)に基づくVOF法と

も呼ばれ，THINC / WLIC法(6, 7) やMTHINC 法(8-10)はそれらの代

表と言える．これらの方法は一次元ないし媒介変数を介しての多

次元双曲線正接関数を指標関数に使用している．各セル内におけ

る界面位置指標及び指標関数のセル表面を通過する流束を決定す

るために，指標関数の体積分を計算する必要がある．しかし，双

曲線正接関数は，一次元の積分が解析的に求まるものの，初等関

数でその体積分を解析的に表すことができない．そのために，一

次元による簡略化や重み関数，一次元の解析積分をベースとした

近似を導入している．既存の代数型 VOF 法では，界面の厚さを

制御するシャープネスパラメータを導入しており，大きなパラメ

ータを使用すると近似積分の精度が低下する． 
本報告はこれらの問題を解消するヘビサイド関数の解析多重

積分に基づく新しい界面捕獲法を提案する． 
 

２．代数型VOF法の一般的な計算手順 

簡単のために，2次元の場合における代数型VOF法の一般的な

計算手順を示す． 

 
Fig. 1 Staggered grid cell. 

図 1に示すスターガード格子を使用し，各格子セル( , )i j にお

ける界面を指標関数
0( , , )H x y d （d は界面位置指標）で近似す

る．下記の移流方程式を解くことで
0H を時間的に更新する． 

( )0
0 0

H
H H

t
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ここで， ( , )u v=u はセル境界の中心で定義される速度ベクトル

である． 

0H のセル平均値
,i jC は式(2)で定義される． 

( )1/2 1/2

, 01/2 1/2
, ,i jC H d d dξ η ξ η

− −
=    (2) 

ここで， ,ξ η はセル内正規化座標である． 

,i jC がわかると，式(2)から
,i jC に対応する界面位置指標d を求

めることができる． 
式(1)を時間 ( 1)n t t n t∆ ≤ ≤ + ∆ と

,i jΩ で積分するとセル平均

値
,i jC に関する離散方程式が導かれる．さらに，

,i jC は下記の方

向分離法により時間的に更新することができる． 
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ここで， ,x yF F はそれぞれ指標関数のセル境界を通過する ,x y

方向の流束である．また，上付き添え字は時間のレベルを表す． 

2 次元問題の場合， ,x yF F は t∆ 間にセル境界を通過する面積

に亘る指標関数の積分で計算される．例えば，
, ,0, 0i j i ju v≥ ≥ の

場合，これらは次のように表される． 
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, ,

x

n n
x i jF x y H d d d

λ
ξ η ξ η+ − −
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( )1/2 1/2* *
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y i jF x y H d d d
λ

ξ η η ξ+ − −
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ここで，
, ,/ , /x i j y i ju t x v t yλ λ= ∆ ∆ = ∆ ∆ である． 

式(5), (6)は界面を含むセルのみに適用される．それ以外の場合，

指標関数の流束は式(7), (8)より簡単に計算できる． 

, 1/2, ,
n n

x i j x i jF x y Cλ+ = ∆ ∆  (7) 
* *
, , 1/2 ,y i j y i jF x y Cλ+ = ∆ ∆  (8) 

最も簡単な多次元代数型 VOF 法では，媒介変数τ =  

x yn n dξ η+ + を導入し，多次元指標関数
0( , , )H dξ η をτ の

一変数関数
0( )H τ で表している．ここで，( , )x yn n = n は指標

関数のセル平均値C の勾配から計算される界面の単位法線ベク
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トルである 
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C

C −

∇=
∇ +

n  
(9) 

C の勾配の近似に中心差分が使われる． 
代数型 VOF 法を構築する要は，①セル領域積分が解析的に求

まる
0H を選び，②精度良く，簡単に

,i jC からd ，d から指標関

数のセル境界を通過する流束 ,x yF F を求めるところにある． 

 
３．ヘビサイド関数の解析多重積分に基づく代数型VOF法(11) 

我々はヘビサイド関数を指標関数
0( )H τ に選ぶ． 
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0H のτ に関する逐次積分関数をそれぞれ
1 2 3, ,H H H と置く． 

1 0

2 1

3 2

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

H H d

H H d

H H d

τ τ τ

τ τ τ

τ τ τ

=

=

=







 
(11) 

(12) 

(13) 

1 2 3, ,H H H は下記のように解析的に計算できる． 

2 3
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2 6
H H H H H Hτ τ τ τ τ τ= = =  (14) 

なお，二次元問題の場合，
2H までのみが必要である． 

0x yn n ≠ の場合，式(2)右辺のセル領域積分を解析的に計算で

き，セル平均値
,i jC を式(15)で表すことができる． 
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ここで，
2 2 2 2, , ,H H H H++ +− −+ −− はそれぞれ，セルの4頂点（Fig.1）

での
2H の値である． 

 0xn = または 0yn = の場合，0 である単位法線ベクトルの成

分に絶対値の極めて小さい値（例えば 610− ）を代入することで，

式(15)をそのまま使うことができる．この場合，式(15)は単位法線

ベクトルの非零成分方向の一変数積分に収束することを数学的に

証明できる． 
式(9)を使用してC から ,x yn n を計算し，

,, ,x y i jn n C がわかる

と式(15)から界面位置指標d を求めることができる．式(15)を最終

的にd の2次方程式に整理できる．d を解析的に求めることは簡

単であるが，界面を挟んで
2H 中の

0H の値（式(14)参照）が0ま

たは1にスイッチングするので，係数のケース分けが必要がある．

係数をケース分けする代わりに，下記のニュートン法により 20
回以内の反復で充分に収束した解を求めることができる． 

( )
:

( )

f d
d d

f d
= −

′
 

   2 2 2 2 ,

1 1 1 1

( )

( )

x y i jf d H H H H n n C

f d H H H H

++ +− −+ −−

++ +− −+ −−

= − − + −

′ = − − +
 

(16) 

 d が決定されると式(5), (6)から指標関数の流束を算出すること

ができる．これらの式の右辺にある領域積分は，式(2)中の領域積

分と同様に解析的に計算できる．例えば， 
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(17) 

 上記の方法は代数型VOF法でありながら，本質的にPLIC法と

等価である．これを気液二相流の解析プログラムに組み込み，気

液界面をぼかすことなく解析することができる． 

 
４．気液二相流の計算法 

気液二相流の支配方程式は下記のようになる． 
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ここで， , ,p ρ µ はそれぞれ圧力，密度および粘度であり，Rel
は

レイノルズ数を表す．e は重力方向の単位ベクトルである． 
 上記支配方程式に対する時間積分法を下記に示す． 

1n nC C +→  by the new method (24) 
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式(26)を方向分離法で計算する．例えば，u について 
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(30) 

各方向の１次元移流方程式に Fig.2に示す semi-Lagrangian法を

適用する．例えば， / 0iu t xλ = ∆ ∆ ≥ の場合，上流側補間点

ξ̂ λ= − での移流関数 f の値を， ( )2 1 1, , ,i i i if f f f− − + を用いて

補間する． 
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Fig. 2 Upwind interpolation by cubic polynomial. 

補間に用いる３次多項式を以下に示す． 
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(31) 

式(27)，(28)中の諸項の近似に下記の中心差分公式が適用される． 

              

( )

1, , , 1,

2
1, , , 1,,

** ** ** **
, 1, , , 1**

,

1 2 i j i j i j i j

i j i j i j i ji j

i j i j i j i j

i j

p p p pp

x x x

u u v v

x y

ρ ρ ρ ρ ρ
+ −

+ −

− −

 − − ∂ ∂ = −    ∂ ∂ ∆ + +   

− −
∇⋅ = +

∆ ∆
u

 

 

(32) 

 

(33) 

( 1) **
, , 1, ,

( 1) ( 1)
1, ,

2
n

i j i j i j i j

n n
i j i j

u u p p

t x ρ ρ

+
+
+ +

+

− −
= − ⋅

∆ ∆ +
   (34) 

  
( 1) **
, , , 1 ,

( 1) ( 1)
, 1 ,

2
n

i j i j i j i j

n n
i j i j

v v p p

t y ρ ρ

+
+

+ +
+

− −
= − ⋅

∆ ∆ +
 (35) 

 
５．解析結果 

以下に新しい方法による計算結果を示す． 

  
(a) During first cycle (b) After four cycles. 

Fig. 3 Zalesak's solid rotation test on200 200× meshes, initial  
interface (red lines), numerical solution (black lines). 

まず，Fig.3 に Zalesakの剛体回転問題(12)の計算結果を示す．

200 200× の等間隔格子を使用し，円の直径とキー幅はそれぞれ

60と12格子間隔に対応している．界面での最大CFL数は約0.25
である．図はC の等高線（レベル：0.05, 0.5, 0.95）を示し，赤線

は初期の等高線を示す．新しい方法は界面幅を1格子間隔内に制

限することができる． 1回転後の界面形状は初期形状とほぼ完全

に一致する．4回転後の界面の歪みも非常に小さい． 

  

(a) t x∆ = ∆  (b) 0.5t x∆ = ∆  

Fig. 4 Evolution of interfaces in a periodic (T=20) single vortex  
velocity field on200 200× meshes.   

Fig.4 に単一周期渦の速度場における円の変形問題(13)の計算結

果を示す．なお，単一渦の流れ関数を次式で与えた． 

1
cos sin ( 0.5)sin ( 0.5)

t
x y

T

πψ π π
π

= − −  (36) 

ここで 20T = は単一渦の周期である．厳密解では / 2t T= まで

円は螺旋状に引き伸ばされ，t T= で元の形状に戻る． 
Fig.4(a)の t x∆ = ∆ での計算で時間分解能が不十分のため，最大

変形時刻( / 2t T= )で界面先端の分断が計算された．これが回復

時刻( t T= )での界面の計算精度に影響を及ぼしている．Fig.4(b)
の 0.5t x∆ = ∆ での計算では，計算精度が向上している．数値計

算では，解像度不足によって失われた界面情報を再び回復するこ

とは原理的にできないことに注意されたい． 
Fig.5にダムブレイク問題(14)の計算結果を示す．左から右に，上

段から下段に，代表的な時刻での時系列の順に並べてある．

80 160× の等間隔格子を使用し，初期液体領域に対応する左下の

白い細線の矩形は40 20× の格子で解像している．計算では，水
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と空気に対応する無次元密度，粘度及び，初期液体領域の幅に基

づくレイノルズ数を下記のように与えている． 

1, 0.0012, 1, 00.018, R 1 00e 0l a l a lρ ρ µ µ= = = = =  

この問題では，瞬間的に大きい無次元速度が計算されるので，

下記の可変時間刻み幅を用いている． 

max

0.05

1

x
t

U

∆∆ =
+  

(37) 

 

   
      

   

Fig. 5 Time series of interfaces of the dam break flow. 
 

 

    Fig. 6 Maximum velocity versus time. 

Fig.6に解析領域における流速の最大値の時間履歴を示す．無次

元時間 8t = 当たりで，流速の最大値が11程度に達していること

がわかる．計算で発生する体積誤差を次式で計り，全ての計算に

おいて， 4
error 10V −< であることを確認した． 

,
error 0

,

1
n

i j

i j

C
V

C
= −


 (38) 

解析結果はダムブレイク流れの基本的特徴をよく再現できてい

ると言える． 
 

６．まとめ 

代数型 VOF 法の一般的な計算手順，ヘビサイド関数の解析多

重積分に基づく新しい界面捕獲法の基本的な考え方および気液二

相流への応用について示した． 
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