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二重解像度格子法を用いた保存型レベルセット法の有効性
Effectiveness of a conservative Level set method using dual-resolution grid
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We present an efficient conservative level set (CLS) method using dual-resolution grid for numerical simulations
of two-phase flows. We adopt the dual-resolution Cartesian grid on which a finer resolution is applied only to the

CLS function. The result obtained on the dual-resolution grid using a coarser grid for the velocity and pressure
fields is compared with that on the single-resolution grid.

1. 緒言
二相流とは，気体，液体，固体の内，二つが混在してい

る流れでのことであり，自然現象や工業装置に多く見ら
れる．例えば，加熱器や熱交換器の蒸発部，化学反応層
の撹拌などが挙げられる．二相流の数値モデリングとシ
ミュレーションについて多くの研究が行われてきた。二相
流は,界面を追跡または捕捉する手法を用いて、Navier-
stokes方程式を解くことによって計算される。その中で
フロントトラッキング法 (1)、Volume of fluid(VOF)法
(2),(3)、レベルセット法 (4),(5)が広く用いられる．レベル
セット法では，界面を，符号付き距離関数で表現するこ
とによって捕捉する．この方法では，滑らかな距離関数
を使用して界面の法線と曲率を正確に計算できる．しか
し，距離関数の移動および再構築においては，体積減少
がおこる．体積誤差を減らすために，OlssonとKreiss(6)

は距離関数の代わりに保存型レベルセット関数 (CLS関
数)を提案した．保存型レベルセット法の最初期化方程
式により，体積保存性が大幅に改善された．しかしなが
ら，界面が厚い場合，界面の余分な動きが生じる．従って
界面を薄くする必要があり，その分計算時間が長くなる．
このような状況を改善するために，CLS関数のみに高い
解像度が適用される二重解像度格子に焦点を当てる．本
研究では，二重解像度格子上の保存型レベルセット法を
使用し，その効率を調べるためにいくつかの試験を行っ
た．またCLS最初期化方程式を最近提案された方程式に
変更することによって，固定界面の余分な変形が減少す
るかどうが調べる．

2. 基礎方程式
非圧縮粘性流体の運動を考える．基礎方程式は連続の

式および非圧縮性Navier-stokes方程式 (NS方程式)であ
り，それぞれ次式で表される.

∇ · u = 0 (1)

ρ(ψ)

(
∂u

∂t
+ (u ·∇)u

)
= −∇p

+∇ ·
[
µ(ψ)(∇u + (∇u)T )

]
+ SF + ρ(ψ)g (2)

ここで，uは流速, pは圧力，ρ(ψ)は密度，µ(ψ)は粘性
係数, SF は界面張力項，gは重力加速度である.
密度および粘性係数は以下のように計算をする．

ρ = ψµ1 + (1 − ψ)µ2 (3)

µ = ψµ1 + (1 − ψ)µ2 (4)

1は分散相,2は連続相を表すものとする．

2.1 保存型レベルセット法 (CLS法)
レベルセット関数の不連続性は数値解の不安定性の原

因になるため，実際には

ψ(ϕ)＝
1

2

(
tanh

(
ϕ

2ϵ

)
+ 1

)
(5)

のような双曲線正接関数が保存型レベルセット法のレベ
ルセット関数として用いらる，ここで，ϵは界面幅であ
る．それを以下の式に従って移流させる．

∂ψ

∂t
+ ∇ · (uψ) = 0 (6)

2.2 CLS関数の再初期化
CLS関数の再初期化に用いられる一般的な式として，

Olssonと Kreiss(6) によって提案された式がある．

∂ψ

∂τ
= ∇ · [ϵ(∇ψ · n)n− ψ(1 − ψ)n] (7)

ここで，nは界面法線ベクトルであり，以下のようにCLS
関数を用いて求められる．

n =
∇ψ
|∇ψ|

(8)

CLS関数は移流後に再初期化方程式により再初期化を行
うことで双曲線正接関数の性質が維持されるが，再初期
化を繰り返していくと，界面が変形してしまうという問
題がある．Wac lawczyk(7)は ψの関数変換より求められ
る距離関数を以下のように定義する．

ϕmap = ln(
ψ

1 − ψ
) (9)

ϕmap を用いて式 (7)を以下のように修正した．

∂ψ

∂τ
= ∇ · [ψ(1 − ψ)(∇ϕmap · n− 1)n] (10)
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式 (10)の導出には以下の関係が用いられる．

ϵ∇ψ = ψ(1 − ψ)∇ϕmap (11)

ϕmapは ψよりも滑らかな関数であるため，∇ψを直接計
算するよりも ∇ϕmap を計算した方が誤差が小さい．そ
のため，再初期化の計算誤差が相対的に小さくなり，界
面の変形が抑制される．式 (10)の法線ベクトルは ϕmap

を用いて式 (12)のように求めらる．

n =
∇ϕmap

|∇ϕmap|
(12)

さらに，ChiodiとDesjardings
(8)
は式 (10)中のψ(1−ψ)

を

ψ(1 − ψ) =
1

4 cosh2 ϕmap

2ϵ

(13)

のように置き換え，式 (10)を

∂ψ

∂τ
= ∇ ·

[
1

4 cosh2 ϕmap

2ϵ

(∇ϕmap · n− 1)n

]
(14)

とした最初期化方程式を提案している．二重解像度格子
法での安定性の向上させるため，さらに我々は式 (7)お
よび，式 (14)の二つを線形結合した以下の式を提案する．

∂ψ

∂τ
= ∇·[(1−β)ϵ∇ψ+

1

4cosh2(
ϕmap

2ϵ )
(βϕmap·nϕ−1)·nϕ]

(15)
ここで，β は二つの式の割合を表しており，β = 0.0の
時，式 (7)となり，β = 1.0の時，式 (14)となる．

2.3 界面張力項
界面張力 SF に関しては CSF(a continuum surface

force)モデルを使用する．

SF = σκ∇ψ (16)

曲率 κの計算は以下のように行う．

κ = −∇ ·
(

∇ϕmap

|∇ϕmap|

)
(17)

Fig. 1: Configuration of the dual-resolution grid.

2.3.1 二重解像度格子 (dual-resolution grid) 二
重解像度格子法（dual-resoluiton grid) は Gada and
Sharma(9)と Ding and Yuan(10)らによって提案された．
この手法は上図のように格子はスタッガード格子を用い
て，圧力はセル中心，速度はセル表面で定義される．また
CLS関数をセル中心，セル表面，セル頂点で定義し，速度
場や圧力場に用いる解像度の 2倍の解像度を得ることがで
きる方法である．NS方程式に関するものを coarse gird、
CLS関数に使用するものをFine gridとする. Coarse grid
に使う格子幅を ∆xc, Fine gridに使う格子幅を ∆xF と

定義する．またCLS関数の移流に必要な速度は以下の式
を用いて求める．

uFi+ 1
2 ,j

=
1

4
(uCi−1,j + 3uCi+1,j)

uFi+ 1
2 ,j−1 =

1

8
(uCi−1,j + 3uCi+1,j + uCi−1,j−2 + 3uCi+1,j−2)

vFi,j− 1
2

=
1

4
(vCi,j+1 + 3vCi,j−1)

vFi+1,j− 1
2

=
1

8
(vCi,j+1 + 3vCi,j−1 + vCi+2,j+1 + 3vCi+2,j−1)

(18)

本研究では，二重解像度格子法の有効性を検証するため
に，二重解像度格子法を用いない場合においても計算を
行う．その場合，速度場や圧力場は同じスタッガード格
子を使用し，CLS関数はセルの中心に定義する．

2.4 計算手法
CLS関数の移流にはMP5法 (11)を用いる．レベルセッ

ト関数の移流項と拡散項には三次精度のルンゲクッタ法
を用いる. NS方程式の対流項には二次精度保存型中心差
分法，拡散項には二次精度中心差分法を用いる．NS方
程式の時間積分には，フラクショナルステップ法を用い
る．NS方程式の対流項，拡散項や重力項には２次精度
Adams-Bashforth法を用いる．密度の違う流れの圧力を
計算するために，Dodd and FErrante(12) の手法を用い
て圧力補正を行う．圧力ポアソン方程式の解法には高速
フーリエ変換 (FFT)を用いる.

3. 計算結果及び考察
保存型レベルセット法における二重解像度格子法の有効

性を検証するために，capillay wave testと rising bubble
testを行った．capillay wave test では界面張力の強い状
況での検証を，rising drop testでは界面が変形する状況
での検証を想定している．二重解像度格子を用いた場合
で，結合した式 (15)の有効性を示す．

3.1 capillay wave test
CLS関数の初期分布を Fig.2に示す．今回用いるパラ

メータは Table1に記載する，

Fig. 2: Initial distribution of CLS function.
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Tab. 1: Parameters used for the capillary wave test

Laplace number La 3000

Cahn number Cn 0.03125

Density ratio 1.0

Viscosity ratio 1.0

3.1.1 case1 まず初めに二重解像度格子法を用いる場
合と用いない場合の差を比べる．
Table2には解像度の異なる 3つのケースを記載する．ま
たその三つの振幅の時間発展を表したものを Fig.3に記
載する．

Tab. 2: Number of grid points

case Course grid Fine grid

Single16 16 32

Single32 32 32

Dual16-32 16 32
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Fig. 3: Time evolution of wave amplitude.

Fig.3は縦軸は初期からの界面の振幅比を表す．まず Sin-
gle16と Single32を比較する．そうすると格子解像度を
上げると理論値と近くなることがわかる．次に single32
と Dual16-32を比較すると，両者の結果は近い値をとっ
ていることがわかる．このことより二重解像度格子法が
有効であるといえる．

3.1.2 case2 次に従来の二つの式と今回提案した式を
比較する．まず，Original equation(式 (7))と式 (15)の式
を使用した式の最初期化の強さを変えて，比較をおこなっ
た．Fig.4は式 (7)を使用した場合の結果を示し，Fig.5
は式 (15)の結果を示したものである．ここで図の中にあ
る 1, 2, 5は界面の再構築の強さを表しており，数字が大
きくなるにつれて再構築の強さが増している．

Fig. 4: Time evolution of wave amplitude for eq(7).

Fig. 5: Time evolution of wave amplitude for eq(15).

二つの結果を比較すると，Original equationを用いた場
合 (Fig.(4))では，再構築の強さによって結果が変化して
いるのに対し，提案した式を用いた場合 (fig.(5))では, 界
面の再構築の強さを変えた場合でも結果の差が見られな
いことがわかる．
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3.1.3 case3 次に式 (14)および式 (15)を再構築の式
として，用いた場合の長時間計算をおこなった．
Fig.6は式 (14)を使用した場合の結果を示し，Fig.7は式
(15)の結果を示したものである．
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Fig. 6: Long-time behavior of wave amplitude for
eq(10).
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Fig. 7: Long-time behavior of wave amplitude for
eq(15).

式 (14)を用いた結果では 0から離れた値に収束している
ことがわかる．一方，式 (15)を用いると計算結果が０の
近くで収束していることがわかる．

3.2 rising drop test
次に並進運動に対して二重解像度格子が有効であるか

の検証を行う．静止流体中を浮力による上昇する気泡の
終端速度を，Tryggvason(13)らによる Front tracking 法
の計算結果と比較する．気泡上昇速度 ub,気泡直径 dに
基づく気泡レイノルズ数Reb = ubd/ν で評価を行う．今
回用いるパラメータは Table3と Table4に記載する．気
泡上昇速度に基づく気泡レイノルズ数の時間発展を Fig.8
に示す．

Tab. 3: Parameters for rising bubble test

Density ratio 0.1

Viscosity ratio 0.1

Eötvös number Eo 2.0

Morton number Mo 1.0 × 10−5 　

Archimedes number Ar 894.427

void fraction of bubble α 0.126

Tab. 4: Number of grid points

case Course grid Fine grid

Single32 32 × 32 × 32 32 × 32 × 32

Single64 64 × 64 × 64 64 × 64 × 64

Dual3264 32 × 32 × 32 64 × 64 × 64
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Fig. 8: Time evolution of the bubble Reynolds number.

Fig.8では，Table4に記載した 3つのパターンの結果を示
している．capillary wave testの結果同様,まず Single32
とSingle64を比較する．そうすると格子解像度を上げると
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理論値と近くなることがわかる．次にSingle64とDual32-
64を比較すると，両者の結果は近い値をとっていること
がわかる．Dual32-64では，Single64に比べて計算時間
が 4分の１となっている．このことにより，Dual32-64の
計算コストは single64の場合と比べて計算コストが削減
されてことが言える．

3.3 大変形をする気泡
上昇気泡の中でも，気泡が大きく変形する場合，どの

ようになるのか検証をおこなった．今回，Eötvös number
Eo = 116,Morton number Mo = 41として，検証を行
い．各種パラメータは Table.5および 6のとおりであり，
結果を Fig9に記載する．
今回比較する実験結果は,Bhaga,and,weber(14) より，実
験値 (Re = 7.16)と比較する．

Tab. 5: Parameters for rising bubble test

Density ratio 0.1

Viscosity ratio 0..1

Eötvös Eo 116

Morton number Mo 41

Archimedes number Ar 195

Tab. 6: Number of grid points

case Course grid Fine grid D/∆xF

Single32 32 × 32 × 128 32 × 32 × 128 9.936

Single64 64 × 64 × 256 64 × 64 × 256 19.87

Dual3264 32 × 32 × 128 64 × 64 × 256 19.87
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Fig. 9: Time evolution of the bubble Reynolds number.

変形する場合でも Single64とDual32-64を比較した時，
近い値になったので計算結果が良好になっていることが
わかる．

4. 結言
本研究では，保存型レベルセット法を用いて，検証をお

こなったが，二重解像度格子法を用いた場合と用いてい
ない場合では結果が良好に一致することがわかった．ま
た二重解像度格子法を用いると結果的に計算コストが 75
％抑えることが出来ることがわかった．また，結合した
式を用いれば式 (7),式 (14)の式での利点を取り入れて安
定的な計算が出来るようになったことがわかった．
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