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壁関数モデルを用いた格子ボルツマン法 による
高レイノルズ数乱流熱流動解析

High Reynolds number turbulent heat transfer simulation by lattice Boltzmann method with wall-function
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This study discusses an implementation of the wall-function to the lattice Boltzmann method to simulate higher

Reynolds number turbulent heat transfer. The wall shear stress and heat flux are given based on the law of the
wall, and those are introduced with the virtual nodes in the wall which allows the weak slip velocity at the wall
surface. The developed method is validated against turbulent channel flows, turbulent pipe flows, and turbulent

periodical hill flows. It is confirmed that the developed method yields satisfactory results even at very high
Reynolds number flows. In addition, the developed method can successfully deal with the complicated geometry.

1. 研究背景
設計開発の分野では，これまでレイノルズ平均モデル

を用いた乱流熱流動解析が広く行われてきたが，近年の
計算機技術の目覚ましい発展に伴い，LES（Large eddy
simulation）による高精度な非定常解析が行われつつあ
る．しかし，ＬＥＳ解析は壁面近傍の微細な乱流構造を
捉えるための緻密な計算格子が必須である．加えて，LES
解析には乱流変動を捉えるだけの十分に広い三次元計算
領域が必要であるため，非常に多くの計算格子点を必要
とする．また，レイノルズ数の上昇とともに壁面近傍の
乱流渦構造は微細化するため，高レイノルズの複雑流動
場の LES解析は非常に細密な計算格子を壁面近傍に設定
する必要があり，結果として膨大な計算格子点を必要と
する．この問題点を克服するために，壁関数法を用いて
壁面近傍の乱流量をモデル化することで壁面近傍の計算
格子点数を減らす取り組みが行われてきた．
有限差分法や体積法を用いたＬＥＳ解析が古くから行

われているいっぽうで，近年では格子ボルツマン法がこ
れらの手法に代わる乱流解析法として注目を集めている．
格子ボルツマン方程式は並進運動と衝突演算とで記述さ
れており，時間発展アルゴリズムは極めてシンプルで計
算密度が高いため並列計算に優れている．さらに，圧力
場に関してポワソン方程式を解く必要がないため，大規
模並列計算に特に優れているといえる．
これまで，格子ボルツマン法を用いた乱流熱流動のＬ

ＥＳ解析が広く行われてきたが，工学的な乱流熱流動解
析に必須ともいえる壁関数の導入法が確立されていない．
そこで本研究では，壁関数法を格子ボルツマン法に導入
するための新たな手法の提案を行い，開発した手法を用
いて種々の流れ場において高レイノルズ数乱流解析を行
い，提案手法の評価を行う．

2. 格子ボルツマン法
格子ボルツマン法は流体を仮想粒子の集合体とみなし，

格子ボルツマン方程式をもとにその密度分布関数の時間
発展を解くことで流体運動を解析する手法である．本研
究では，速度場に対し三次元２７方向速度多緩和時間格
子ボルツマン法 (1)を用い，温度場には三次元１９方向速
度正規化格子ボルツマン法 (2)を用いる．以下にこれらの
手法について簡単に記述する．

2.1 三次元２７方向速度多緩和時間格子ボルツマン法
三次元２７方向速度多緩和時間格子ボルツマン法にお

ける密度分布関数 fの時間発展方程式は以下のように表
される．

f (ri + eαδt, t+ δt)− f (ri, t) =
−M −1Ŝ [m(ri, t)−meq(ri, t)]

+ M−1
(
I − Ŝ

2

)
M | F (ri, t)⟩δt, (1)

ここで，δtは時間刻み，eαは粒子ベクトル，F は体積力，
Iは単位行列を表す．分布関数は，27 × 27の変換マトリ
クスMによってモーメントmに変換され，meq は平衡
モーメントを表す．緩和マトリクス Ŝ = diag(s1 · · · s27)
は安定性を考慮し Sugaら (1)により定められたものを用
いる．なお緩和マトリクスの成分である s5, s7 は動粘度
と関連付けられており，以下のように表される．

ν + νSGS = c2s

(
1

s5
− 1

2

)
δt = c2s

(
1

s7
− 1

2

)
δt, (2)

ここで，cs は格子ボルツマン法における音速，ν は分子
動粘性係数，νSGS はサブ・グリッド・スケール渦動粘度
であり，本研究では Shear-Improved Smagorinsky model
(3) により与えた．

2.2 三次元１９方向速度正規化格子ボルツマン法
三次元１９方向速度単一緩和時間モデルにおける密度

分布関数の時間発展方程式は以下のように表される．

| g(ri + ξαδt, t+ δt)⟩

=| geq(ri, t)⟩+
(
1− 1

τg

)
| ĝ′(ri, t)⟩

+ | S(ri, t)⟩, (3)

ここで，geq は平衡分布関数，ĝ′ は正規化を施した密度
分布関数の非平衡分布関数，S はソース項を表す．温度
拡散係数は分子拡散係数 α0と，サブ・グリッド・スケー
ル乱流拡散係数 αSGS との和で α = α0 + αSGS と表さ
れ，緩和時間 τg と以下のように関連付けられている．

α = c2s

(
τg −

1

2

)
δt. (4)

なお，サブ・グリッド・スケール乱流拡散係数 αSGS は，
サブ・グリッド・スケール乱流プラントル数 PrSGS = 0.9
として αSGS = νSGS/PrSGS のように定めた．

3. 壁関数法の実装
壁関数法は壁面隣接ノード点において，壁面上の速度

を零として差分近似された壁面せん断応力を与える代わ
りに，壁関数で求めた壁面せん断応力を与えて解析を行
う手法である．有限差分法・体積法に壁関数法を実装す
る際，壁関数で求めた壁面せん断応力を差分式に代入す
る他に，適切な壁面滑りを導入することで壁面せん断応
力を修正する方法などがある (4)．
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Fig. 1: Grid arrangement near a wall.

いっぽう，格子ボルツマン法に壁関数を導入する際に
は，質量・運動量等の保存則を担保しつつ適切な壁面せ
ん断応力を付与するために，壁面ノードから流体ノード
に向かうすべての分布関数成分を修正する必要があるが，
これは容易なことではない．さらに滑り速度を与える方
法に関しても，複雑な形状を持つ壁面上に保存則を担保
させつつすべり速度を与えることは難しく，有限差分法・
体積法と同様の方法での実装は困難である．
そこで，本研究では，図１に示すように壁面内部に仮

想ノード点 (図中ノード点 (c), (d))を設け，壁面内部まで
流体計算を行うことで，壁面上に疑似的な滑り速度を与
える方法を考案した．壁面隣接ノード点 (ノード点 (ｂ))
では壁面から流体ノードに向かう分布関数に対して跳ね
返り条件を与えず，他の流体ノード同様に格子ボルツマ
ン方程式の時間発展を解く．なお，壁面に埋め込まれた
仮想ノード点 (ｃ)，(ｄ)に関しても流体ノード同様に時
間発展方程式を解くが，壁面内には仮想壁面を新たに用
意し，仮想壁には跳ね返り条件を用いて滑りなし条件を
与える．
壁面隣接ノード点 (ｂ)では，モーメンタムエクスチェ

ンジ法 (5) を用いて壁面から受けるせん断力 FM.E.
i を評

価し，FM.E.
i を壁関数で求めた壁面せん断応力 τW.F

i に
置き換えることで，壁面せん断応力の修正を行う．すな
わち，体積力 Fvi を

Fvi = −FM.E.
i +　

AτW.F.
i

ρV
, (5)

として，格子ボルツマン方程式（1）の外力項 F に付与
する．ここで，Aは壁面隣接ノードにおいて壁面せん断
応力が生じる面積，V はノード点のセル体積を示す．な
お，本研究では，壁面せん断応力 τW.F

i はノード点 (a)の
速度が，Muskerの経験式 (6) に整合するように与えた．
温度場においては，仮想壁隣接のノード点 (d)に断熱

境界条件を与え，壁面隣接ノード点 (b)に壁関数で求め
た壁面熱流束 qw を以下のようにエネルギ生成項として
計算し，

Sv =
Aqw
ρcpV

, (6)

格子ボルツマン方程式（3）のソース項Sに与える．ここ
で，cp は比熱を表している．壁面熱流束 qw はノード点
(a)の温度が，Kaderの経験式 (7)に整合するように求め
た．なお，仮想ノード点の埋め込み点数に関しては，任
意の点数を埋め込むことが可能であるが，本研究では 2
点埋め込んで解析を行った．

4. 二次元平行平板チャネル乱流
開発した手法の基礎的な評価を行うために，二次元平

行平板チャネル乱流のＬＥＳ解析を行った．計算領域は，

(Lee. et al., 2015)

Fig. 2: Comparison of the mean velocity profile with
the DNS data(∗∗)

(Lee. et al., 2015)

LBM NY=40

LBM NY=60

LBM NY=80

DNS

Fig. 3: Predicted mean velocity profile with different
grid resolutions.

チャネル幅 2δに対して主流方向に 6δ，スパン方向に 3δ
とした．主流・スパン方向には周期境界条件を課してお
り，主流方向に圧力差を付与することで流体を駆動した．
また，熱的境界条件として，壁面熱流束一定として解析
行った．摩擦レイノルズ数は 5200としており，壁面垂直
方向 yに対して格子数NY = 40, 60, 80として解析を行う
ことで，格子解像度の影響を調査した．また，NY = 60
のケースにおいては，プラントル数を 0.1から 100まで
変化させた解析を行った．
図２に摩擦速度で無次元化された平均速度分布 U+ を

直接数値解析の結果 (8)と比較した結果を示し，図３には
格子解像を変化させて得られた平均速度分布を示す．こ
れらの図より，解析結果は計算格子に大きく依存するこ
となく，直接数値解析の結果と良い一致を示しており，壁
関数で計算された壁面せん断応力が，格子ボルツマン方
程式に正しく導入されていることが確認できる．
次に，図４に種々のプラントル数における，摩擦温度

で無次元化された平均温度 Θ+ を Kaderの経験式 (7) と
比較したものを示す．図より，それぞれのプラントル数
の解析結果は，Kaderの経験式と非常によく一致してお
り，壁関数で計算された壁面熱流束が格子ボルツマン方
程式に正しく導入されていることが確認できる．

5. 円管パイプ流れ
二次元平板チャネル流れの解析は壁面隣接ノードと壁

内部ノードの中間に壁面が位置しており，非常に単純な
系における評価であった．ここでは，壁面が曲がりを持
つ系における手法の評価を行うために，円管パイプ乱流
解析を行った．計算領域は，パイプ直径Dに対して，主
流のパイプ長さを 5Dとし，主流方向に圧力差を付与す
ることで流体を駆動した．また，熱的境界条件として，壁
面熱流束一定として解析行った．円管直径Dに対して計
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(1981)

Fig. 4: Mean temperature profile at different Prandtle
numbers.

Blausius(1911)

LBM

Kays and Crawford (1993)

LBM

(a)                                                                                              (b)

Fig. 5: (a) comparison of the friction factor with the
empirical correlation (9), (b) comparison of the Nusselt
number with the empirical correlation (10).

算格子を 50点配置し，円管直径とバルク速度を基にした
レイノルズ数を 103 から 106まで変化させて解析を行っ
た．なお，流体は空気を想定しプラントル数 0.71とした．
図５に，それぞれのレイノルズ数における摩擦係数を

ヌセルト数を示し，摩擦係数は実験式 (9)，ヌセルト数は
実験式 (10) との比較を行った．図より，摩擦係数・ヌセ
ルト数ともに解析を行ったすべてのレイノルズ数域で実
験式と良く一致しており，開発した手法はレイノルズ数
に関わらず汎用的に適用可能であり，円管のような曲が
りを持つ壁面に対しても壁関数が正しく機能しているこ
とが確認できる．

6. 二次元周期丘計算
最後に，より複雑な流れ場における手法の性能を評価

を行うために，図６に示す二次元周期丘 11のＬＥＳ解析
を行った．計算領域は Breuer ら (11) の直接数値解析同
様とし，丘高さ hを用いて 9h(x)× 3.035h(y)× 4.5h(z)
とし，計算格子数は 252(x)× 91(y)× 126(z)とした．丘
高さ hを代表長さ，丘直上 y = hにおける平均速度を基
にしたレイノルズ数で 10500として解析を行った．
図７にそれぞれの断面における主流平均速度を実験値

(11) と比較したものを示す．剥離や再付着を伴う下壁近
傍では予測値の実験との間に差異がみられるものの，予
測値は実験値に対して全体的に良い一致が得られている
ことが確認できる．また，壁関数を使わない LBM-LES
解析の結果と比べても，壁関数の使用によって予測精度
が向上していることが分かる．これらの結果より，複雑
な形状を持つ壁面を取り扱う際にも，本研究で開発した
壁関数法の実装が有効であることが分かる．

7. 結言
格子ボルツマン法と壁関数法を組み合わせて高レイノ

ルズ数熱流動場を解析するために，壁内に仮想ノードを
用いた壁関数法の実装法を提案し，二次元平行平板乱流，
円管パイプ乱流，二次元周期丘乱流を対象として手法の
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Fig. 6: Sketch of the flow geometry of the two-dimen-
sional periodical fill flows.
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Fig. 7: Comparison of the streamwise mean velocity
profile.

評価を行った．開発した手法は，二次元平行平板流れの
ように単純な流れ場のみならず，複雑な曲がりをもつ壁
面流れに対しても有効であることが確認された．
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