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高マッハ数域における圧縮性乱流に対するエネルギ力学
Energy Dynamics of Compressible Homogeneous Isotoropic Turbulence
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In this paper, we apply the higher order method of lines to the direct numerical simulations of compressible
homogeneous isotropic turbulence. In the higher order method of lines, the spatial derivatives are discretized by
the modified differential quadrature method and the resulting system of equations is integrated by the low-storage
Runge-Kutta scheme. We try to clarify the generation of shock waves by using energy dynamics.

1. 序論

圧縮性流れの数値計算は、圧縮機、燃焼器、スペ－スプ
レ－ン、超音速ノズル等の設計、開発に利用されるよう
になっており、風洞実験に変わる手法として実用化され
つつある。圧縮性流れの数値計算を構成する 2つの大き
な柱は、計算スキ－ムと乱流モデルであり、前者は数値計
算の安定な実行と高精度な衝撃波捕獲のために、後者は
レイノルズ数の増大に伴う層流から乱流への遷移、なら
びに発達乱流の解析の為に必要不可欠な要素である。計
算スキ－ムの研究は、Beam-Warming法や TVDスキ－
ム等に代表されるように実用化されるスキ－ムも現れて
来ている。しかしながら、乱流モデルの研究については、
新たな概念の提案などが行なわれているものの、実用上
の顕著な進歩、貢献を達成しているとは言い難い状況で
ある。圧縮性乱流を支配する方程式は、エネルギ式を含
むナビエ・スト－クス方程式であり、この方程式をモデ
ルを用いず直接解くことで、乱流の全ての現象を再現す
ることが可能であるとの考えに立脚した手法が直接数値
シミュレ－ションである。圧縮性乱流の直接数値シミュ
レ－ションは様々な問題から比較的簡単な流れに限定さ
れるが、乱流の組織的構造の再現や非定常性などの多く
の有用な情報をもたらし、乱流モデルの構築および改良
のためのデ－タベ－ス的役割を担っている。乱流の直接
数値シミュレ－ションにおいては、これまでは精度が非常
に高いスペクトル法 (1)や擬スペクトル法 (2)に代表され
る数値計算法が主に用いられてきた。しかしながら、ス
ペクトル法は汎用的な方法であるとは言い難い。そこで、
複雑な幾何学形状の流れ場を取り扱うことができ、しか
も境界条件の制限のない高次精度差分法により乱流の計
算が行なわれるようになってきた。里深等 (3)(4) は、非
圧縮性乱流に対して高次精度線の方法を用いて、10次精
度の計算結果が疑スペクトル法の計算結果と同一となり、
また、計算時間も 1/6ですむことを示した。以上のよう
な様々な取り組みにより、圧縮性乱流についての基礎的
知識が得られているが、その乱流構造の詳細は明らかに
されていない。そこで、本研究においては圧縮性乱流構
造の解明につながる第一歩として、高次精度線の方法を
用いた 2次元一様等方性乱流の直接数値シミュレ－ショ
ンを行い、高マッハ数域における圧縮性乱流の構造をエ
ネルギ力学の観点から解明することを目的とする。

2. 基礎方程式

2.1 圧縮性粘性流方程式

2次元圧縮性粘性流に対する圧縮性ナビエ・スト－ク
ス方程式は、無次元保存形ベクトル表示で以下のように

表される。

∂q
∂t
+
∂E
∂x

+
∂F
∂y

=
1
Re

(
∂R
∂x

+
∂S
∂y

)
(1)

ここで、q、Eおよび Fはそれぞれ次のような保存量
ベクトルで表される。

q =




ρ

ρu

ρv

e


 ,E =




ρu

ρu2 + p

ρuv

(e+ p)u


 ,F =




ρv

ρuv

ρv2 + p

(e+ p)v


 (2)

ただし、ρは密度、u、vは速度の x、y方向成分、eお
よび pは単位体積当たりの全エネルギおよび圧力であり、
tは時間である。また、R、Sはそれぞれ粘性項に対応す
る保存量ベクトルで、

R =




0
σx

τxy

R4


 , S =




0
τxy

σy

S4


 (3)

である。ここで、

σx =
4
3
∂u

∂x
− 2
3
∂v

∂y
, τxy = τyx =

∂u

∂y
+
∂v

∂x

σy =
4
3
∂v

∂y
− 2
3
∂u

∂x
(4)

R4 = uσx + vτxy +
1

(γ − 1)PrMa2

∂T

∂x

S4 = uτyx + vσy +
1

(γ − 1)PrMa2

∂T

∂y

と表される。また、理想気体を仮定して比熱比を γとす
ると、

e =
p

γ − 1 +
1
2
(u2 + v2) (5)
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という関係を満足する。以上の無次元化は次の関係式に
より行うものとする。

x =
x̄

L̄R
, y =

ȳ

L̄R
, t =

t̄

L̄R

u =
ū

ŪR
, v =

v̄

ŪR
, p =

p̄

ρ̄RŪ2
R

(6)

ρ =
ρ̄

ρ̄R
, T =

T̄

T̄R
, e =

ē

ρ̄RŪ2
R

ここで、「-」は有次元量で、「R」は代表量とする。
さらに、レイノルズ数、マッハ数およびプラントル数

を Re、Ma、および Pr とするとそれぞれ、

Re =
ρ̄RŪRL̄R

µ̄R
, Ma =

ŪR

āR
, P r =

C̄pµ̄R

κ̄R
(7)

と定義できる。ただし、µ̄R、κ̄R、は粘性係数、熱伝導係
数であり、C̄pは定圧比熱とする。さらに、āRは温度 T̄R

における音速とする。

2.2 代表量
波数空間における速度ベクトル ûにより、エネルギ・

スペクトル密度 U(k1, k2)は、

U(k1, k2) =
1
2
|û(k1, k2)|2 (8)

と与えられる。式 (8)により、エネルギ・スペクトルE(k)
は、

E(k) =
∑

k−1/2<k′<k+1/2

U(k) , k′ =
√
k1

2 + k2
2 (9)

により定義することができる。
ただし、波数空間 (k1, k2) に対して、円形の殻を決定

し、k番目の殻を、

(k − 1/2 < k′ < k + 1/2) , k′ =
√
k1

2 + k2
2 (10)

によって定義する。ただし、全ての殻は単位幅とする。

Tab. 1: 乱流統計量

全エネルギ Σ =
N/2∑
k=1

E(k)

エンストロフィ Ω =
N/2∑
k=1

k2E(k)

エンストロフィ散逸率 η = 2ν
N/2∑
k=1

k4E(k)

マイクロスケール λ =
[
νΩ
η

] 1
2

マイクロスケ－ルに対する

レイノルズ数
Reλ =

[∑
Ω

νη

] 1
2

以上のエネルギ・スペクトルを用いて表 1に示す各統
計量を定義する。ここで、本研究における代表量として
は、代表速度に初期速度場の r.m.s値 ūr.m.s.0を、代表長
さにマイクロスケ－ルを、代表密度、および代表温度に
は初期の平均値を用いるものとする。

3. 数値計算法
基礎方程式の解法には、高次精度線の方法を用いる。

線の方法は、空間微分項と時間微分項を別々に取り扱う
ものであり、本研究では、空間微分項の離散化には、微分
求積法を改良した修正微分求積法 (Modified Differential
Quadrature Method : 以下MDQ法と略す。)(5) を適用
する。この結果、基礎方程式 (1)の時間と空間に関する
偏微分方程式は時間に関する連立常微分方程式に帰着さ
れ、適当な時間積分法により時間積分される。

3.1 空間微分項の離散化
MDQ法は、空間微分を適当な係数とその関数値との

線形結合で近似するものであり、例えば、速度 uの 1階
微分は、

∂u

∂x

∣∣∣∣
i,j

=
q∑

m=−q

aimui+m,j ≡ DM (ui,j) (11)

∂2u

∂x2

∣∣∣∣
i,j

=
q∑

m=−q

bimui+m,j ≡ D2
M (ui,j) (12)

と離散化される。重み係数 aimの決定に関しては以下の
ように行う。
ラグランジュ補間法を用いて uを x = xi,j を含むM

点で近似すると、

u(x) =
q∑

m=−q

Φm(x)ui+m,j (13)

と表すことができる。
ここで、関数 Φm(x)は補助関数 Π(x)を用いると、

Φm(x) =
Π(x)

(x− xi+m,j)Π′(xi+m,j)
(14)

Π(x) = (x− xi−q,j)(x− xi−q+1,j) · · · (x− xi+q,j)

と定義され、関数 Φm(x)と補助関数 Π(x)はそれぞれ次
の関係式を満足する。

Φm(xi+l,j) = δm,l , l = −q, · · · , 0, · · · , q
Π(xi+l,j) = 0

(15)

ただし、δm,lはクロネッカのデルタであり、「′」は d/dx
を表すものとする。
次に、式 (13)を x方向に偏微分すると、

∂u

∂x
=

q∑
m=−q

Φ′
m(x)ui+m,j (16)

が得られる。これより、x = xi,j における x方向の偏微
分は、

∂u

∂x

∣∣∣∣
i,j

=
q∑

m=−q

Φ′
m(xi,j)ui+m,j (17)

と表すことができる。
したがって、1階微分に対する重み係数 aimはΦ′

m(xi,j)
に一致し、

aim =
Π′(xi,j)

(xi,j − xi+m,j)Π′(xi+m,j)
(m �= 0) (18)

ai0 =
Π′′(xi,j)

2Π′(xi+m,j)
(m = 0)
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と与えることができる。さらに、2階微分に関する重み
係数 bimは aimを用いて、

bim =
q∑

l=−q

ailalm (19)

で与えることができる。ここで、M = 2q + 1は精度に
関するパラメータであり、M を MDQ法の次数と呼ぶ。
等間隔格子を用いる場合、重み係数は格子数に依存せず、
その結果、数値計算の最初に重み係数を求めて記憶させ
ておけばよく、この場合には係数間には、

a0 = 0 , a−1 = −a1 , · · · , a−q = −aq

b−1 = b1 , · · · , b−q = bq
(20)

なる関係式が成立するため、計算効率の向上が可能とな
る。また、M を変化させることにより、任意の精度で空
間微分項の離散化を行うことができる。このとき、M = 3
のときでは 2次精度中心差分と、M → ∞の極限につ
いては 、フーリエ級数展開法と同一の結果を与える。

3.2 時間積分法
式 (1)の空間微分項を MDQ 法により離散化すると、

時間、空間に関する偏微分方程式は時間に関する連立常
微分方程式

dq
dt
=W(q) (21)

に帰着する。この時間に関する連立常微分方程式は
Williamsonによって提案された 3 段階 4 次精度の縮退
ルンゲ・クッタ法（以下 LSRK法と略す）(6)により時間
積分される。
LSRK法は、時間段階が nから n + 1まで進む場合、

次の 3段階の手順で積分される。

Q(1) = ∆tW(qn)

q(1) = qn +Q(1)

Q(2) = −5Q(1) +∆tW(q1)

q(2) = q(1) +
Q(2)

8
(22)

Q(3) =
Q(2)

16
+ ∆tW(q(2))

qn+1 = q(2) +
2Q(3)

3
4. 初期および境界条件

4.1 境界条件および計算格子
境界条件は、流れ場を等方性と仮定しているので、各

方向とも周期境界条件とし、一辺 2π の正方領域を考え
る。計算格子としては等間隔正方格子を用いる。

4.2 初期条件
本研究に用いる初期条件は、一様等方性乱流の直接シ

ミュレーションに対して特別に提案されたものであり、こ
の種の計算ではよく用いられる条件 (7)である。
まず最初に、速度ベクトル u0の各成分 u0、v0、密度変

動成分 ρ0、および温度変動成分 T0に対して物理面 [ -0.5
, 0.5 ]での一様乱数により初期値を設定する。次にこれ
らの各成分について、ある相関関係を満足させるために、
任意の自己相関スペクトル C(k)を使って、それぞれの
変数に相関関係を与える。
本研究では、全ての変数に対する自己相関スペクトル

を次式により定義する。ここで、k0はピーク波数である。

C(k) = k4 exp(−2k2/k2
0) (23)

また、平均を <>で表すと、自己相関スペクトルは変数
f について、

f2
r.m.s =

〈
f2

〉
=

∫
C(k)dk (24)

なる関係が成り立つ。
次にそれぞれの変数が必要なスペクトルを満足させる

ための操作を密度 ρ0を用いて説明する。まず、波数空間
(k1, k2)に対して円形の殻を決定し、k番目の殻を、

(k − 1/2 < k′ < k + 1/2) , k′ =
√
k1

2 + k2
2 (25)

によって定義する。ただし、全ての殻は単位幅とする。ま
た、k番目の殻の密度 ρ0の自己相関スペクトル Cρ(k)を

Cρ(k) =
∑

k−1/2<k′<k+1/2

|ρ̂0(k1, k2)|2 (26)

のように定義する。よって、密度 ρ0が必要なスペクトル
分布を得るためにスケール変換を行い、物理面へ逆変換
することにより分布を与える。

ρ̂0(k1, k2)→ ρ̂0(k1, k2)

√
C(k)
Cρ(k)

(27)

また、スペクトル分布を変えることなしに物理面にお
いて任意の定数により初期の密度および温度変動の強さ
を任意に変換することができるので、次式のように変換
前の密度の r.m.s値を ρr.m.s、最終的に与えたい初期密
度変動の強さを ρr.m.s.0とすると、

ρ0(x, y)→ αρ0(x, y) , α =
ρr.m.s.0

ρr.m.s
(28)

とスケール変換することにより必要な強さの初期密度分
布を与えるものとする。しかしながら、熱力学的変換は
絶えず非負であるので、次式のように平均値 1を加える
ことにより正値性を満足させる。

ρ0 → ρ0 + 1 (29)

また、温度変動成分 T0についても同様にして分布を与え
る。圧力については、状態方程式により次のように与え
るものとする。

P0 =
ρ0T0

γMa2
(30)

次に、初期速度成分については圧縮性乱流における圧
縮性の影響を考えるために、速度ベクトル u0をヘルムホ
ルツ分解することにより圧縮性および非圧縮性成分の速
度ベクトルの和として次のように表す。

u0 = uC
0 (x, y) + uI

0(x, y) (31)

ここで、uC
0 、uI

0 は圧縮性、非圧縮性の速度成分ベクト
ルで、

∇ · uI
0 = 0

∇× uC
0 = 0

(32)

と定義される。この分解は、フーリエ空間で次のように
表される。

ûC
0 =

k·û0

k2 k

ûI
0 = û0 − ûC

0

(33)

3 Copyright c© 2000 by JSCFD



よって、式 (33)を用いてフーリエ空間における ûC
0 、ûI

0

を求め、式 (26)、(27)においてスカラーをベクトルに変
えることにより、必要なスペクトルを満足する ûC

0 、ûI
0を

与えることができる。ここで、ûC
0 および ûI

0は独立であ
るとするので、速度に自由度が 1つ残ることになる。そ
のため、次式によって運動エネルギに対する圧縮性成分
の強さ χ0を与えることにより u0を求めることができる。

χ0 =
∫

ûC
0 (x, y)2dx∫

ûC
0 (x, y)2dx+

∫
ûI

0(x, y)2dx
(34)

また、無次元化において代表速度に初期の速度成分の
r.m.s値を採用するので、初期条件における速度場の r.m.s
値 ur.m.s.0は、

ur.m.s.0 = 1 (35)

となる。また、代表量により得られたレイノルズ数 Reλ
の関係式は式 (26)と表 1および次式

Σ =
N/2∑
k=1

E(k) =
1
2

N/2∑
k=1

C(k) (36)

により
Re =

√
2Reλ (37)

となる。

5. 各エネルギの定義

5.1 運動エネルギ・スペクトル
エネルギ・スペクトルは、異なったスケールの渦の動

きに結びついた相対的なエネルギの大きさを表すのに便
利な量である。一様な密度分布を持つ非圧縮性流におい
て運動エネルギ 1

2ρ|u|2 は、速度の２乗のみに比例する。
従って、エネルギ・スペクトルは速度のパワー・スペクト
ルに相当する。しかしながら、圧縮性流に対しては、密
度の変動が存在するために、これをそのまま適用するこ
とができない。そこで、新しい物理量 w ≡ √

ρuを導入
すると、運動エネルギは 1

2 |w|2と表せ、wのパワー・ス
ペクトルを求めることで、自然な形で運動エネルギ・ス
ペクトルを求めることができる。

E(k) =
1
2

∑
k−1/2<k′<k+1/2

∣∣ŵ(k1, k2)
∣∣2 (38)

k′ =
√
k2
1 + k2

2

次に、w ≡ √
ρuを初期速度成分について行ったのと

同様にヘルムホルツ分解

w = wI(x, y) +wC(x, y)
∇ · wI

0 = 0 , ∇× wC
0 = 0

(39)

によって非圧縮性成分と圧縮性成分とに分ける。このよ
うにして求めた wα (α = I, C)を用いて、非圧縮性成分
と圧縮性成分の運動エネルギ・スペクトルは以下のよう
に定義される。

Eα(k) =
1
2

∑
k1/2<|k′|<k+1/2

|ŵα(k1, k2)|2 (40)

k′ =
√
k2
1 + k2

2 (α = I, C)

5.2 空間平均エネルギ
各空間平均エネルギは表 2のように定義される。ただ

し、<>は空間平均を表す。
また、これらのエネルギ間には以下の関係が成立する。

eK = eI
K + eC

K

eI + eK = eI + eI
K + eC

K = const (41)

Tab. 2: 空間平均エネルギ

内部エネルギ eI =
〈

p

γ − 1
〉

運動エネルギ eK =
〈
1
2
ρ |u|2

〉

非圧縮性運動エネルギ eI
K =

〈
1
2

∣∣wI
∣∣2〉

圧縮性運動エネルギ eC
K =

〈
1
2

∣∣wI
∣∣2〉

5.3 空間平均運動エネルギ方程式
空間平均運動エネルギの各成分についての方程式は、

連続の式および運動量の式より導くことができ、

d

dt
〈eα

K〉 = 〈Aα〉+ 〈Pα〉+ 〈Dα〉 (42)

と表せる。右辺の各項は、

〈Aα〉 ≡
〈(

−uj
∂wi

∂xj
− 1
2
wi∆

)
wα

i

〉

〈Pα〉 ≡
〈
− 1√

ρ

∂p

∂xi
wα

i

〉
(43)

〈Dα〉 ≡
〈(

2
Re

√
ρ

∂

∂xj

(
Sij − 1

3
∆δij

))
wα

i

〉

Sij ≡ 1
2

(
∂uj

∂xi
+

∂ui

∂xj

)
, ∆ = ∇ · u

(α = I, C, T )

であり、A,P ,Dはそれぞれ移流項、圧力項、散逸項であ
る。この方程式の各項の時間変化をみることにより、エ
ネルギのやりとりをさらに詳しく考察できるようになる。
また、I,C,T はそれぞれ非圧縮性成分、圧縮性成分、全

成分を表している。

6. 計算結果および考察
2次元圧縮性乱流のの DNSを行った結果、衝撃波の生

成について得られた知見を示す。本報告に掲載した結果に
ついての計算条件は、計算格子 256× 256の等間隔格子、
時間刻み幅 1/2000 、MDQの次数 11(空間 10次精度)、
初期マイクロスケ－ルレイノルズ数Reλ = 50、マッハ数
Ma = 1.1、プラントル数Pr = 1.0、初期の圧縮性率 (全運
動エネルギに対する圧縮性運動エネルギの割合)χ0 = 0.5
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初期密度および初期温度変動値 ρr.m.s.0 = Tr.m.s.0 = 0.25
として、エネルギ・スペクトルのピ－ク波数を k0 = 1.2
として計算を行った。
まず、流れ場の様子を見るために図 1に密度分布を図

2、3に圧縮性、非圧縮性の各速度成分のベクトル線図を
それぞれ示す。図 3から渦の様子がわかるが、この図と
図 1から計算開始後、時間の経過と伴に渦の間付近で衝
撃波が生成、伝播していき、それと伴に衝撃波の影響か
ら渦の分布が変化していくのが見て取れる。
さらに、エネルギの観点から考察を行うために速度の

圧縮性成分、非圧縮性成分にそれぞれ起因する圧縮性運
動エネルギ、非圧縮性運動エネルギと内部エネルギの値
の大きな部分と密度の分布を図 4、5に示す。等高線は密
度を、赤、青、緑の部分はそれぞれ内部エネルギ、圧縮
性運動エネルギ、非圧縮性運動エネルギの大きな値を持
つ領域を示している。
図 1、2から、初期の段階において圧縮性速度ベクト

ル同士が衝突する位置があり、時間の経過後、その付近
において衝撃波が生成することが確認できる。また、図
4から、この位置の付近において初期においてある程度
大きな値を持っていた圧縮性運動エネルギが時間の経過
と伴に減少し、それと入れ替わるようにして内部エネル
ギがこの位置に増加し、この内部エネルギの大きな領域
が衝撃波の生成後、その伝播と伴に広がっていくのが確
認できる。さらに、衝撃波の伝播が開始した後、衝撃波
の後方に圧縮性運動エネルギが生成されることも確認で
きる。
次に、図 3、5より、非圧縮性速度ベクトル、非圧縮性

運動エネルギ共に多少の変化は見られるものの、圧縮性
成分ほどの大きな変化は見られず、その変化も衝撃波伝
播の影響による渦の変形により若干変化するのみである
と思われる。これより、衝撃波の生成に関して非圧縮性
運動エネルギはほとんど関与しないことが考えられる。
さらに、空間平均ではあるがエネルギの伝達過程をよ

り詳しく見るためにエネルギ及び 5.3節に記した空間平
均運動エネルギ方程式の各項の時間履歴を図 6から 9に
示す。図 6からは前述のように非圧縮性運動エネルギに
はあまり変化がなく、圧縮性運動エネルギから内部エネ
ルギにエネルギが伝達されているのがわかる。また、図
7から内部エネルギとのエネルギ伝達に比べ値は小さい
ものの、圧縮性運動エネルギは非圧縮性運動エネルギと
もエネルギ交換を行っており、主に衝撃波の生成以前の
初期の段階に多く見られる。そして、そのエネルギの伝
達は非圧縮性成分から圧縮性成分へとエネルギが流れて
いることがわかる。さらに、図 8に示す圧力項において
は非圧縮性成分はほとんど 0であり、圧縮性運動エネル
ギが内部エネルギと運動エネルギとのエネルギ交換のほ
とんどを占めていることが見て取れる。これより、衝撃
波生成以前には圧縮生運動エネルギの多くを内部エネル
ギへ伝達し、衝撃波の生成後は主に内部エネルギからエ
ネルギを受け取る形でエネルギ交換をしていることがこ
の図からわかる。図 9についてはエネルギの散逸を表し
ており、衝撃波の生成後圧縮性成分が非常に大きな量を
持つことが確認できる。
以上のことから、圧縮性速度成分同士が衝突するよう

な位置における流体の衝突による急激な減速に伴い、圧
縮性運動エネルギが内部エネルギにエネルギを伝達する
ことで内部エネルギが増加し、そこに急激な速度変化を
伴う不連続面が生成することで衝撃波が生成すると考え
られる。

t=0.0

t=0.5

t=1.0

Fig. 1: Density & vorticity distributions
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t=0.0

t=1.0

Fig. 2: Velocity vectors of compressible part

t=0.0

t=1.0

Fig. 3: Velocity vectors of incompressible part

t=0.0

t=0.5

t=1.0

Fig. 4: Density, kinetic energy compressible part &
internal energy distributions
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t=0.0

t=0.5

t=1.0

Fig. 5: Density, kinetic energy incompressible part &
internal energy distributions
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7. 結論
マッハ数が 1.0を超えるようなマッハ数域において 2

次元の一様等方性圧縮性乱流の直接シミュレーションを
行った結果、以下のような結論を得た。

(1) 渦間において圧縮性の速度成分が衝突するような
位置において衝撃波は生成する。

(2) 衝撃波は圧縮性運動エネルギから内部エネルギへ
エネルギが伝達され、内部エネルギが増加すること
により生成する。
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