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離散的データからの三次元非定常流動構造の復元について
On Reconstruction of 3-D Unsteady Flow Structure from Discrete Velocity Data
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Velocity vectors obtained by PTV are distributed discretely depending on the number density of tracer particles

seeded in a 
ow. In order to extract physical properties, such as streamlines, vorticity contour and so on, of the


ow �eld in detail, velocity vectors have to be rearranged in grid space. This paper shows the applicability of post-

processing methods using ellipsoidal equations from PTV data in three-dimensional unsteady 
ows. Performance

of the algorithms was examined with Hill's spherical vortex and a 
ow around Savonius windmill. As a result, it

is recognized that these algorithms are suÆciently available for three-dimensional unsteady 
ows.

1. 緒言

流れ場の瞬間流動構造を合理的に捕える手法として，
PIV(Particle Imaging Velocimetry)(1)が近年急速に進歩
し，現在もその高速化，自動化を目的として研究開発が行
われている．PIVは，流れの中に微細なトレーサ粒子を
混入し，デジタル画像処理による粒子像の追跡によって
流速分布を計測する手法であるが，可視化画像中に含ま
れるトレーサ粒子の数密度により次の二つに大別できる．
一つは，瞬間の粒子群の像より局所変位を検出し，得ら
れた変位より速度を算出するいわゆる狭義のPIVである．
もう一つは，粒子座標より個々の粒子を追跡することによ
り速度を算出する PTV(Particle Tracking Velocimetry)

である．

一般に PTVは画像全体ではなく粒子座標そのものを
追跡することから，PIVに比べ計算時間が短く，空間分
解能が高いとされている．また，全体照明法による 3次
元計測では，ステレオ画像の取込み，速度算出などの過
程で PTVしか利用できない．この 3-D PTVでは，複数
台の CCDカメラで異なる方向から粒子像を同期撮影し，
得られた粒子画像から各トレーサ粒子の空間位置を定め，
速度を測定する (2)．しかし，個々のカメラより得られる
粒子画像は 2次元であり，粒子の 3次元位置を再構築す
るために，高精度なカメラ較正が必要となる．これによ
り，3次元位置を再構築して得られる粒子座標は，通常の
26万画素程度のカメラの場合最大 1000程度となり，流
れ場の瞬間の 3次元構造を充分な分解能でとらえること
はできない．また，流れ場の渦度や流れ関数などの空間
微積分量が直接的には得られないため，詳細な評価を行
うには PTVデータを格子状に再配置する何らかのポス
トプロセッシングが必要となる．

今日まで最もよく利用された PTVデータの再配置法
には，PTVデータ点からの距離の逆数を重み係数とす
る再配置法 (Inverse Distance Rearrangement:以下 IDR)

やガウシアンフィルタによる平均化を使った再配置法 (3)

がある．最近では，多くの研究グループにより高精度か
つ合理的な再配置法が提案されている．例えば，Imaichi

ら (4)は速度勾配を用いた最小二乗法で再配置する手法
を，山口ら (5) は，連続の式と運動量方程式を考慮した
費用関数を定義し，k� �乱流モデルによる流速分布の補
間・修正法を提案している．北条ら (6)は，壁面近傍など
の実測した圧力値と，N-S方程式を基にした最適化手法
により壁面近傍などの速度ベクトルを修正することを提
案している．石川ら (7)は PTVデータから速度勾配テン
ソルを検出し，その情報を基に流速分布を修正する手法
を提案している．3次元流れ場への適応を目的とした再
配置法では，例えば高木ら (8) は疎な流速ベクトルから
ファジィ推論により密な 3次元流れ場全体の流速分布を
推定する手法を提案している．
一方，著者らは，既報 (9)�(12)において，PTVデータ

に一切修正を施さないタイプのだ円形方程式に基づく再
配置法を開発した．同手法は，文献 (9)，(10)，(11)の 2次
元流れによるシミュレーションにおいて，PTVデータが
疎な場合 IDRより高い性能を有することが確認されてい
る．また文献 (12)より，Ag�u��らのガウシアンフィルタよ
りも高い波数の構造を抽出できることが確認されている．
著者らの手法の特徴は，PTVデータに対し修正を一切施
さず実験値をそのまま用いている点である．すなわち再
配置法に対する著者らのコンセプトは，あくまで PTVの
後処理であって，得られる結果には PTVの実測データ
が完全に残存し，PTVデータ数が多い場合では最終的な
再配置結果は実測値の精度に帰着する．
本報では，従来のだ円形方程式に基づく再配置手法を

3次元流れ場に拡張し，非定常流れ場における本手法の
適用性を以下の二つの流れ場により評価する．
� Hillの球形渦が流体中のある領域内を一定速度で通
過する際に生じるその領域内での流れ (Fig.1(a)) .

� サボニウス風車周りの流れ (Fig.1(b)).
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(a) Hill's spherical vortex

(b) A 
ow around Savonius windmill

Fig. 1 Objective 
ow for verifying post-processing

methods

2. 再配置手法
本報告で用いるだ円形方程式による再配置法は，基礎

式が次元により変化せず，3次元流れ場，また 3次元空
間+時間（4次元流れ場）への適応が容易である．以下で
は，3次元空間に対するだ円形方程式に基づく再配置法
について述べる．

2.1 ラプラス方程式による再配置法

(Laplace Equation Rearrangement:

以下 LER)

LERでは，次のラプラス方程式を用いて再配置を行う．

r2
u = 0 ;

@2u

@x2
+
@2u

@y2
+
@2u

@z2
= 0 (1)

ただし，式 (2)により PTVデータ点の流速は固定する．

u
�

i;j;k = u
�

i;j;k�i;j;k + ui;j;k(1� �i;j;k) (2)

ここで，�i;j;kは格子点 (i; j; k)が PTVデータ点のとき
0，それ以外のときは 1となるフラッグ変数である．流速
(u，v，w)に対する境界条件は，free-slip，non-slip条件な
ど対象とする流れ場に応じて適切な条件を選択して課す．

2.2 微分量の連続性を保証した高次精度再配置法

(Biquadratic Ellipsoidal equation Rearrange-

ment:以下BER)

LERは線形補間の基礎式を用いるため，離散的に分布
する PTVデータを直線的に補間する．このため，補間
される流速分布は滑らかとなるが，渦度等の微分量は階
段状になり滑らかに得られない．BERでは，流速の 2階
微分値を線形補間する次の基礎式を用いる．

r4
u = 0 ;

@4u

@x4
+
@4u

@y4
+
@4u

@z4

+2
@4u

@x2@y2
+ 2

@4u

@y2@z2
+ 2

@4u

@z2@x2
= 0 (3)

LERと同様に BERに関しても，式 (2)により PTVデー
タ点の流速は固定する．

2.3 時空間再配置法

(Spatio-Temporal LER:以下 ST-LER，

Spatio-Temporal BER:以下 ST-BER)

通常 PTV計測では，時系列に情報が得られる．これ
らの時系列情報を各瞬間の流れ場の補間に有効利用すれ
ば，少ないデータから非定常流れを精度よく復元するこ
とが可能となる．時空間再配置法の基礎式は，前節まで
で述べた手法の基礎式を，時間方向に拡張することによ
り得られる．すなわち，ST-LERは，次式で与えられる．

@2u

@x2
+
@2u

@y2
+
@2u

@z2
+ �

@2u

@t2
= 0 (4)

同様に ST-BERは，

@4u

@x4
+
@4u

@y4
+
@4u

@z4
+ �2

@4u

@t4

+2
@4u

@x2@y2
+ 2

@4u

@y2@z2

+2�
@4u

@z2@t2
+ 2�

@4u

@t2@x2
= 0 (5)

で与えられる．
ここで �は，速度の-2乗の次元を持つ時空間係数 (11)で
ある．

2.4 連続の式による修正処理

(Velocity Correction Potential:以下VCP)

LER，BERによって再配置された流速分布は，光学系
の構成方法による誤差と，画像処理アルゴリズムにおける
計測誤差により連続の式を満足しているという保証はな
い．そこで非圧縮性粘性流体の CFDで知られる SMAC

法のアルゴリズムを利用して，連続の式（式 (6)）を満足
させるように流速分布を修正する．

D =
@u

@x
+
@v

@y
+
@w

@z
= 0 (6)

式 (6)を中心差分し得られる次式

Di;j;k =
ui+ 1

2
;j;k � ui�1

2
;j;k

�x
+
vi;j+ 1

2
;k � vi;j�1

2
;k

�y

+
wi;j;k+1

2

� wi;j;k�1

2

�z
= 0 (7)

を満たすために，SMAC 法では次式から圧力修正値 Æp

の分布を求める.
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(a) Sampled Vectors (b) Original

Squared vorticity Streamlines Enstrophy

IDR LER + VCP BER + VCP ST-LER + VCP ST-BER + VCP

(e) Equiscalar surface of Enstrophy (!2 = 10.0)

(d) Streamlines of 
uid

(c) Squared vorticity in Y-Z plane (X=24.5)

Fig. 2 The rearrangement results of Hill's spherical vortex (number of sampled vectors : 100)

@D

@t
= �

1

�
r2Æp (8)

ここで �は流体の密度，Æpは圧力修正値である．PTVで
は圧力に関する情報を直接扱わないので，� = Æp � �t

�
で

与えられる速度修正ポテンシャルを定義する．これを用
いて，式 (8)を差分すると，

Di;j;k =
�i+1;j;k + �i�1;j;k � 2�i;j;k

�x2

+
�i;j+1;k + �i;j�1;k � 2�i;j;k

�y2

+
�i;j;k+1 + �i;j;k�1� 2�i;j;k

�z2
(9)

上式は �に関するポアソン方程式であり，HSMAC法の

考え方を基に式 (9)の三重対角行列を優対角近似すると，
次式のように �の算出が簡単化される．

�i;j;k =
�Di;j;k

2
�

1
�x2

+ 1
�y2

+ 1
�z2

� � ! (10)

!は加速係数で ! = 0:8 � 1:8が適用される．なお，解
が収束した時点で式 (9)と式 (10)による結果の差異はな
い．次に得られた速度修正ポテンシャル �i;j;kから，次
式の流速修正式により流速分布の修正を実行する．

u�
i+ 1

2
;j;k

= ui+ 1

2
;j;k �

�
�i+1;j;k � �i;j;k

�x

�
(11)

v�
i;j+ 1

2
;k
= vi;j+ 1

2
;k �

�
�i;j+1;k � �i;j;k

�y

�
(12)
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w�
i;j;k+1

2

= wi;j;k+1

2

�

�
�i;j;k+1� �i;j;k

�z

�
(13)

式 (11)，(12)，(13)により修正した流速を用いて，式 (7)

を再度計算し，jDi;j;kjが全格子領域で許容値以下になる
まで修正を繰り返す．
なお，LER，BER，ST-LER，ST-BER および VCP

は，全てだ円形方程式を基礎式として用いるものである
が，前 4者はデータ欠落領域の補間，VCPは連続の式を
満たすための修正であり，互いに独立した処理である．
本研究では，離散的に得られる流速データを PTVデー

タとし，LER，BER，ST-LER，ST-BERによる再配置
と，VCP による連続の式を満たす修正処理の組み合
せで流れ場を評価する．以後の記述において，LER と
VCP の併用型を LER+VCP とする．同様に，BER と
VCPの併用型を BER+VCP，ST-LERと VCPの併用
型を ST-LER+VCP，ST-BERと VCPの併用型を ST-

BER+VCP と記述する．

3. Hillの球形渦によるシミュレーション
球形渦が流体中の静止座標系内のある領域内を一定速

度 U で通過する際，領域内の流れは非定常流れと見なす
ことができる (Fig.1(a))．そこで，流れ関数が定式化され
ているHillの球形渦 (式 (14))を，人工的に領域内を移動
させ，そこから離散的な PTVデータをサンプリングし，
復元性能を評価した．
Hillの球形渦は，球座標系 (r; �; �)を用い，軸対称な

渦度分布 ! = (0; 0; !)に対し，! = �ky を仮定すると
(y = r sin �)，

	 =
1

10
kr2

�
r2 � a2

�
sin2� (r < a)

	 =
1

2
U

�
r2 �

a3

r

�
sin2� (r > a)

ただし U =
2a2k

15
(14)

となる．
なお，本シミュレーションでは球形渦の半径 aは 15，k
は 1とした．

3.1 復元結果
再配置試験は，瞬間における PTV データ数 N =

f10; 50; 100;300;500; 1000gの 6条件について行い，再配
置される空間の格子分割数は 50� 50� 50とした．また，
境界条件は渦の流入面，流出面で全速度成分に対して速度
勾配零条件を，その他の面では free-slip wall条件を与え
た．なお，時空間再配置における時空間係数は � = 1:0と
し，20時刻の時系列PTVデータを用いた．再配置を行う
際のだ円形方程式に対する反復計算回数の上限は，PTV

データ数が少ないN = f10; 50gの場合において 50,000回
とし，それよりデータ数が多いN = f100; 300; 500;1000g

の場合では計算時間短縮のため 5,000回とした．
N=100における再配置結果を Fig.2に示す．なお，同

図は，球形渦の流体の進行速度に対する相対速度の復元
図である．Fig.2(a)は，再配置に使用した PTVデータ
の分布，Fig.2(b)は，式 (14)で与えられる理論値であ
る．Fig.2(c),(d),(e)は，それぞれ再配置結果の渦度分布，
流線，エンストロフィーの等値面 (!2 = 10:0)である．

(a-1) Correlation coeÆcient (a-2) Relative error

(a) For velocity

(b-1) Correlation coeÆcient (b-2) Relative error

(b) For vorticity

Fig. 3 Correlation coeÆcient and relative error

渦度分布は，X 方向の渦度ベクトル 2 乗を元の流れ場
の最大値で正規化した分布である．青色は渦度零を示し
渦度が高くなるにつれ緑色，赤色へ変化する．いずれも
左から IDR，LER+VCP，BER+VCP，ST-LER+VCP，
ST-BER+VCP による結果を示している．
Fig.2(c)より，IDR，BER+VCP，ST-BER+VCPは，

領域中央部の Y �Z 平面において渦度の高い領域が確認
できる．BER+VCP，ST-BER+VCPでは，領域の中上
部及び中下部に一対の滑らかな渦が形成されているのに対
し，IDRでは領域中央部において細かい渦度の変動が見
られる．Fig.2(d),(e)より，BER+VCP，ST-BER+VCP
では，真値に示されるような渦内部での循環，滑らかな
等値面を確認することができる．ST-BER+VCP では，
BER+VCPに比べより細かく球形渦の復元が確認できる．
それに対し IDRでは，領域中央部の流線により中央部の
渦の存在は確認できるが，渦度の等値面においては真値に
示されるように滑らかには得られていない．LER+VCP，
ST-LER+VCPでは，真値に示されるような球形渦の存
在を捕らえることはできなかった．

3.2 復元性能の定量的評価
本手法による流れ場の復元性能を定量的に評価するた

め，2つの関数の内積によって定義される式 (15)の相関
係数 (13)を復元率として定義した．

C =

P
( th � r)qP
 th

2 �
P
 r

2
(15)

ここで  thは元の流れ場, r は再配置された流れ場を
表わすスカラー関数とする． には流速成分 (u; v; w)，渦
度成分 (�; �; �)を適用し，それぞれの復元率を Cv; C!と
する．ただし，Cv = (Cvu+Cvv+Cvw)=3; C! = (C!�+

4 Copyright c
 2000 by JSCFD



LER + VCP BER + VCP ST-LER + VCP ST-BER + VCP

EnstorophyStreamlinesVorticity

(e) Equiscalar surface of Enstrophy (!2 = 1:0)

(d) Streamlines of 
uid

(c) Vorticity in X-Y plane

(b) Original(a) Sampled Vector

Fig. 4 The rearrangement results of a 
ow around Savonius windmill (number of sampled vectors : 300)

C!�)=2 とする．相関係数は，再配置結果が元の流れ場
と相似である場合に 1を示す．また，相関係数のみの評
価では，局所的な物理量の誤差に対して感度が悪いため
それぞれの物理量に対し元の流れ場の最大値で正規化し
た相対誤差 �v，�!を算出した．Fig.3(a)に流速，(b)に渦
度に対する相関係数および相対誤差の結果を示す．なお，
算出にはそれぞれ 5組の異なる PTVデータを用いて相
関係数，相対誤差を算出しその平均値を用いた．同図よ
り相関係数，相対誤差ともに ST-BER+VCPの復元性能
が最も高いことが確認できる．次いで BER+VCP，IDR
の順である．ST-LER+VCP，LER+VCPは十分に流れ
場を復元できず，本流れ場においては，周囲 10点のみの
流速情報により再配置する IDRよりも性能が低いことが
示された．

4. サボニウス風車周り流れへの応用

4.1 サボニウス風車周りの流れの流動解析
次にこれらの再配置手法を，サボニウス風車周りの流

れに適応した．領域内に一様に流入する流体は，サボニ
ウス風車の回転の影響を受けるため，風車後部の流れは
複雑かつ非定常な 3次元流動構造となる (Fig.1(b))．3次
元空間における時空間再配置法の有効性を評価するには
好適な対象である．サボニウス風車周りの流れには非定

常，粘性，非圧縮性の．Navier-stokes方程式と連続の式
を SMAC法で解いた数値解を利用する．差分スキームに
は二次精度 TVD法を用いた．計算領域は，風車直径を
Dとすると 8D � 4D � 2Dである．Re数は 10,000，格
子分割数は 80� 40� 20，周速比は 0.25である (14)．な
お，時空間再配置における時空間係数は � = 100とし，
20時刻の時系列PTVデータを用いた．境界条件として，
流入面，流出面で全速度成分に対して速度勾配零条件を，
その他の面では free-slip wall条件を，風車の翼表面では
free-slip条件をそれぞれ与えた．

4.2 復元結果

PTVデータ数 N = 300における再配置結果を Fig.4

に示す．Fig.4(a),(b)は，再配置に使用した PTVデータ
分布，数値解により得られる値である．Fig.4(c),(d),(e)

は，それぞれ Z 方向の渦度分布 (赤:反時計回り，青:時計
回り)，流線，エンストロフィーの等値面 (!2 = 1:0)を示
す. いずれも，左から順に LER+VCP，BER+VCP，ST-
LER+VCP，ST-BER+VCPによる結果である．同図に
おいて流れ方向は，左から右である．渦度分布より，ST-
BER+VCPが，他の手法に比べ風車後流における渦度分
布を明確に再現できていることが確認できる．流線の復元
結果より，いずれの手法においても風車周りにおいて 2つ

5 Copyright c
 2000 by JSCFD



の渦の復元が確認できる．エンストロフィーの結果より，
風車後流における渦の放出の様子が，ST-BER+VCPに
おいて最も明確に復元できていることがわかる．流れ場の
復元結果より，空間情報のみによる再配置法 (LER,BER)

に比べ，時間方向に拡張した時空間再配置法が精度良く流
れ場を復元できていることがわかる．また，LERを用い
た手法においては，PTVデータ点近傍において細かな渦
の形成が確認された．これは Hillの球形渦の際にも確認
されたが，本手法が式 (2)を用いることにより PTVデー
タ点において速度の微分値が不連続となるためである．
3.2 節と同様，流れ場の復元を定量的に評価するた

め，流速成分，渦度成分の相関係数を復元率として
本流れ場においても適用した．PTV データ数 N =

f100; 300; 500; 1000gでの相関係数の結果をFig.5に示す．
なお，算出はそれぞれ 5組の異なる PTVデータを用い
て行った．同図より，時系列情報を取り入れることによ
り高い復元性能が得られることがわかる．一方，渦度成
分の復元率は，いずれの場合においても 0.8を下回った．
これは，空間分解能に対して PTVデータ数が過疎であ
るためであると考えられ，特にサボニウス風車周りの流
れのような複雑な流動において，顕著に示された. この
ため，3次元空間における疎な状態における更なる精度
向上が望まれる．

(a) For Velocity (b) For Vorticity

Fig. 5 Correlation coeÆcient for a 
ow around Savonius

windmill

5. 結言
本報告では，PTVにより離散的に得られる流速データ

を格子空間に再配置する手法として，著者らの開発しただ
円形方程式に基づく再配置法LER，BER，ST-LER，ST-
BER および VCPを 3 次元流れ場に拡張し，PTVデー
タが疎な場合におけるそれらの適用性を評価した．試験
対象として，流体中の静止座標系内のある領域内を一定
速度 U で通過するHillの球形渦の流れ場，サボニウス風
車周りの流れ場の 2つを選定した．前者の流れ場におい
て，BERと VCPの併用，ST-BERと VCPを併用した
著者らの手法が，IDRよりも渦度分布，流線，エンスト
ロフィーの等値面が高精度に復元できることを明らかに
した．また，後者では，前者より複雑な流れ場において
時空間再配置法を用いることにより LER，BERなどの
空間再配置法に比べ，風車後流における渦放出が高精度
に復元できることを明らかとした．以上より，3-D PTV

では獲得できる速度ベクトルデータに制限があるものの，
本論文で提案した後処理によって，他の手法に比べ 3次
元流れをより正確に復元できることが示された．
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