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円柱まわりの流れにより発生する音の理論予測について
On the Theoretical Prediction of Sound Generated by the Flow around a Circular Cylinder
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Sounds generated by flows around a circular cylinder are solved by direct numerical simulations (DNS) of the
compressible Navier-Stokes equations, and compared with those computed by the Curle’s equation. The results
show that the Curle’s equation describes the basic nature of dipole sounds as observed in DNS, but cannot
precisely predict the sound field because it lacks information on the Doppler shift and the time-averaged pressure
field. In consideration for both of these effects, a modification of the Curle’s equation is proposed and found to
give a better prediction especially for the propagation directions of sound peaks.

1. 緒言
非定常圧縮性ナヴィエ＝ストークス方程式の直接数値

計算 (DNS)を用いて, 二次元円柱まわりの流れにより発
生する音を詳細に捉えることが出来た.(1,2) そこで, 音響
学的アナロジーに基づいた理論予測 (3–5)の検証を行い,
その有効性を議論する.
流体音の数値計算は大きく 3つに分類される. (1)音源

となる近傍場を非圧縮で数値的に解き, 遠方音場を音響
学的アナロジーによる近似式を用いて求める方法,(6) (2)
近傍場を非圧縮性 DNSで求め, 音波の伝播については線
形化した近似方程式を数値的に解く方法,(7,8) そして (3)
遠方場まで含んだ圧縮性 DNS(1,2) である. (1)と (2)に
は近似が入り込むため, 計算された音圧場は実験や (3)に
よる検証が必要となる. 本研究では, (1)でしばしば用い
られる Curleの式 (5) の近似表現に焦点を絞り, DNSの
結果と比較しながら音波予測の可能性を探る.

2. DNS(1,2)

円柱中心を原点とする二次元デカルト座標系 (x, y) =
(x1, x2)において, 一様流速度 (u1, u2) = (U, 0)を与える
(Fig. 1). また, 原点からの距離 r と上流から時計回りの
角度 θによる極座標系 (r, θ)を取る. 各物理量は, 静止音
速 c0, 静止密度 ρ0, 及び円柱直径Dにより無次元化する.
非定常の二次元圧縮性ナヴィエ＝ストークス方程式を,
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Fig. 1: Schematic diagram of flow

空間微分は 6次精度 Padé型コンパクト有限差分法,(9) 時
間進行は 4次精度 Runge-Kutta法によって, 直接数値的
に解いている. 極座標非一様格子を用い, 円柱表面で断熱
すべりなし , 遠方境界で無反射境界条件 (10)を適用する.
以下では, マッハ数 M = U/c0 = 0.2, 一様流速に基づく
レイノルズ数 Re = UD/ν = 150 の場合を例として示す
(νは動粘性係数). 格子点数は 871 (r方向) × 503 (θ方
向) ≈ 44万点である. カルマン渦列の周期が T = 27.4,
ストローハル数は St = 0.183となった. このようにして
直接数値的に解いて得られた音圧場を, Fig. 2に示す. 音
圧は, 静止圧 p0 = 1/γ (γ = 1.4は比熱比)からの圧力変
動∆p ≡ p − p0で定義し , 正値を赤線, 負値を青線, 0は
点線の等値線で表している. 正の極値を持つ圧縮波が上
流側, 負極値の膨張波が下流側に伝播していることが分
かる.
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Fig. 2: Contours of the sound pressure ∆p by DNS.
M = 0.2, Re = 150, t = 2000, ∆pstep = 5× 10−5
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3. Curleの式
音響学的アナロジーに基づいて, 非定常圧縮性ナヴィ

エ＝ストークス方程式から厳密に導かれる方程式が, 密
度場 ρ(x, t) に対する次の Lighthill方程式 (4)である.

(
1
c20

∂2

∂t2
−∇2

)
[c20(ρ− ρ0)] =

∂2Tij

∂xi∂xj
(1)

ここで, 添字 i, j に関しては和を取る. 四重極の音源項を
なす, 右辺の Tij = ρuiuj +[(p−p0)− c20(ρ−ρ0)]δij −σij

は Lighthill の乱流応力テンソルと呼ばれる (σij は粘性
応力テンソル, δijはクロネッカー記号). 遠方で静止した
一様媒質の流体領域 V において, 物体表面 S が静止し
ている場合の Lighthill方程式の厳密解が Curleの式 (5)

である. 二次元の場合は, 次式で表される.

c20[ρ(x, t)− ρ0]

=
∂2

∂xi∂xj

∫ τ

−∞
dt′

∫
V

dy
Tij(y, t′)

2π
√

(t− t′)2 − |x − y|2/c20
− ∂

∂xi

∫ τ

−∞
dt′

∮
S

d�(y)
fi(y, t′)

2π
√

(t− t′)2 − |x − y|2/c20
(2)

τ = t− |x− y|/c0は遅延時間, fi = −(p− p0)ni + σijnj

は物体が流体に及ぼす単位面積力である (n は Sの内向
き単位法線ベクトル). 右辺第一項は四重極, 第二項は二
重極成分を表している.
ここで, 次の二つの仮定を入れる. (i)音源が音響学的

にコンパクト, (ii) 等エントロピーかつ ∆pが微小. (i)
により, 物体中心を座標原点に取ることで, 遅延時間を
τ ≈ t− |x|/c0 と近似し , 空間微分を時間微分に置き換え
ることが出来る. また (i)は,音源の流体運動の代表マッハ
数が小さいということでもあり, 従って式 (2)の右辺第二
項の二重極が主要成分となる. (ii)からは ∆p = p− p0 ≈
c20(ρ− ρ0)が導かれ, 最終的に次の近似式を得る.

∆pCurle(x, t) =
−xi

23/2πc01/2|x|3/2

∫ τ

−∞

(∂Fi/∂t
′)√

τ − t′
dt′ (3)

F (t′) = − ∮
S f(y, t′)d�(y)は時間 t′に物体に働く力であ

る. これは, 発生する音波が, 遅延時間 τ で物体に働く力
の時間変動にほぼ比例した大きさで, それと逆向きの二
重極性を示すことを表している.

DNSによって得られた, 円柱に働く力とその時間微分
の変動を Fig. 3に示す. 揚力と抗力を, 圧力及び粘性応
力による成分に分解して表している. 抗力が揚力より強
く, 粘性による成分も大きいが, 時間微分では圧力による
揚力が最も大きく, これが支配的であることが分かる.

Fig. 4 は, DNS により得られた円柱に働く力 F を,
Curle の近似式 (3)に代入して計算した音圧場 ∆pCurle

である (時間及び等値間隔は Fig. 2と同じ). DNSによ
る音圧場 Fig. 2と比較すると, 大きな違いが生じている
ことが分かる. これは, 式 (2)の導出で無限遠静止系を仮
定しているために,ドップラー効果が入っておらず, また
(i)の仮定により時間平均圧力が落ちて擬音成分が考慮さ
れないためである. しかしながら,それらの効果を取り入
れた式変形により, 大きく改善することが出来る.
4. Curleの式の変形
ドップラー効果は,一様流が存在することによる,角度に
依存した音速の変化として表現できる. マッハ数Mの一次
までの近似では,角度 θ方向の音速は cθ = c0(1−M cos θ)
と表され,従って遅延時間も τθ = t−|x|/cθとなる. Curle
の二次元近似式 (3)でこれらを置き換えることにより, 次
の近似式を得る.
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Fig. 3: Time histories of forces on cylinder (left) and
their time-derivatives (right). : lift by pressure,

: lift by viscous stress, : drag by pressure,
: drag by viscous stress, : total lift and drag.

M = 0.2, Re = 150.
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Fig. 4: Contours calculated by the Curle’s equation (3).
M = 0.2, Re = 150, t = 2000, ∆pstep = 5× 10−5

∆p
(D)
Curle(x, t) =

−xi

23/2πcθ
1/2|x|3/2

∫ τθ

−∞

(∂Fi/∂t
′)√

τθ − t′
dt′ (4)

一方で, 式 (3)に時間平均圧力場である擬音場 (pseudo
sound)を加えた変形式も得られる.

∆p
(PS)
Curle(x, t) =

−xi

23/2πc01/2|x|3/2

∫ τ

−∞

(∂Fi/∂t
′)√

τ − t′
dt′

+∆p(x) (5)

ここで, ∆p(x) = limT→∞(1/T )
∫ t0+T

t0
∆p(x, t′)dt′ は時

間平均音圧場, すなわち擬音場である. 両方を考慮する
と, 次式を得る.

∆p
(M)
Curle(x, t) =

−xi

23/2πcθ
1/2|x|3/2

∫ τθ

−∞

(∂Fi/∂t
′)√

τθ − t′
dt′

+∆p(x) (6)

Fig. 5に, 以上 3つの変形式の DNSとの比較を示す.
左が上流側の r = 100, θ = 50◦ での, また右が下流側
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Fig. 5: Time histories of the sound pressure at r = 100,
θ = 50◦ (left) and θ = 120◦ (right). M = 0.2, Re = 150.
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Curle.

r = 100, θ = 120◦での音圧変動である. 擬音成分∆p は
DNSにより得られた値を用いる. 最終的な変形式 (6)が,
精度良くDNSによる音圧を近似していることが分かる.

Fig. 6に,ドップラー効果のみを取り入れた式 (4)によ
る音圧場を, Fig. 7に DNSによって得られた音圧変動場
∆p − ∆pを示す. 後流の渦領域を除いて, やはり定量的
に非常に近い音圧場を与えている. また,ドップラー効果
により音波の指向性に変化が生じ , 伝播の方向がマッハ
数 M に依存した一定の角度 θM となる. これは, 式 (4)
から次のように導出することができる. θ = 90◦での距
離を r⊥として, 音波面は r = r⊥(1−M cos θ)と表され
る. この面上で, 式 (4)の角度依存成分を抜き出すと,

∆p
(D)
Curle(r⊥, θ, t) ∝ sin θ

1−M cos θ
(7)

となる. 右辺の分子は音波の二重極性により現れる成分,
分母はドップラー効果による成分である. 角度微分をす
ることによって, 極値の伝播角度が cos(θM ) = M として
求められる. Fig. 7に実線で示しているように, 伝播角度
も非常に良い精度で予測可能となる.

5. 結言
音響学的アナロジーに基づく理論式である, Curleの式

の二重極近似表現は,ドップラー効果と時間平均圧力場
(擬音場) の影響を取り入れた式変形により, 非常に良い
精度で遠方音場を予測できることが明らかとなった. 発
生する音波の変動成分が, 円柱に働く揚力変動によって
決まる二重極音で近似できるということが本質的である.
二重極音の伝播方向がドップラー効果によって上流側の
角度 θ = arccosM に変化し,それが時間変動しない擬音
成分に乗っている影響が現れて, 圧縮波は上流側, 膨張波
は下流側へと更に伝播角度を変える.
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Fig. 6: Contours of ∆p
(D)
Curle by the Curle’s equation

combined with the Doppler effect. M = 0.2, Re = 150,
t = 2000, ∆pstep = 5× 10−5
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Fig. 7: Contours of the sound pressure fluctuation with
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M = 0.2, Re = 150, t = 2000, ∆pstep = 5 × 10−5.
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