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境界層乱流遷移の数値計算
Direct Numerical Simulation of Boundary-Layer Transition
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We analyse the transition process of the flat-plate boundary layer with DNS. The simulation started with a

initial flow given as the basic flow plus small disturbances. For the disturbance with an amplitude greater than

the threshold value, transient growth of streamwise vortices is induced linearly. Then, the amplified streamwise

vortices collapse to three-dimensional vortices by the nonlinear mechanism. This threshold value depends on the

Reynolds number Re as Re−ζ . We estimate ζ ' 1.7 numerically, and this value almost equals to the counterpart

of the channel flow.

1. はじめに
Orr-Sommerfeld(OS) 方程式は、層流・乱流遷移の問

題にアプローチするための線形安定方程式の一つである。
この方程式を固有値問題として扱うことにより、各モー
ドの持つ増幅率を求めることができる。線形増幅波は乱
流遷移の引金になり得ることはよく知られている1。また
線形過程はその後の非線形相互作用に比べて十分長いこ
とから、OS 方程式は乱流遷移の有効な予測を与えるこ
とが出来た。一方で、TS波による予測を適用する事がで
きない乱流遷移現象として、臨界レイノルズ数 Rc以下
でも乱流へ遷移することも実験的に知られている2。予測
を行うためには、その遷移メカニズムを解明することが
求められていた。
このような遷移は初期撹乱振幅が比較的大きい場合に

起こり得ることが知られており、指数関数的増幅過程を
経ないで乱流へと遷移することが特徴的である。このよ
うな過程はバイパス遷移として知られていて、代数関数
的かつ過渡的 (transient)な増幅が特徴である。非粘性に
おける代数的関数的な増幅過程は知られていた3が、これ
を有限のレイノルズ数の場合の極限として対応づけたの
は Henningson et al.4であった。彼らは初期撹乱を線形
方程式のOS方程式と Squire方程式の固有関数を用いて
解析を行い、非粘性の Transient な増幅が発生し得るこ
とを導いた。理論的には Reddy et al.5により、過渡的な
増幅が OS—SQ方程式の縮退だけでなく、それらの固有
値問題が撹乱に対して持つ sensitivityによって生じ得る
こと、それらは固有関数の非直交性として一般化されて
いる。彼らはまた OS—SQ方程式の線形演算子を特異値
分解することにより、数値的に最大増幅を見積もってい
る。このような手法を境界層が発達する場合に適用する
ため、Luchini6らは一般の線形最適化問題の手法を用い
て取り扱い、その増幅を見積もっている。
このような線形増幅過程によって生じた縦渦 (Stream-

wise Vortex)構造だけでは乱流に遷移する事は出来ない。
このため、過渡的な増幅がなされている間に非線形相互
作用が励起されなければない (このような遷移を SV型遷
移と呼ぶことにする)。このような初期撹乱振幅の大きさ
はレイノルズ数ReのベキRe−γ によって分けられること
が数値計算によって分かってきている7, 8, 9。チャネル流
の場合、Reddy et al.5や山本ら10によって直接数値計算
による解析が行われ、γ ' 1.7という値が得られている。
また高橋ら11によって、平板境界層流れでもチャネル流
と同じ値が得られている。
また縦渦自身の不安定性についての実験がなされてい

て、構造崩壊による非線形過程の励起メカニズムを知る
ための解析がなされている。Ellofsson et al.12はチャネル
流の実験において、平板上に設置したスリットからの吸
引によって縦渦構造を与え、実験的にも代数関数的な増
幅が見られたこと、構造崩壊過程は流れ方向の撹乱の rms
がある閾値を越えた場合に起こることを調べた。また彼
らは縦渦自身に外部撹乱を与えて第二不安定性を励起し、
ストリーク構造自身の不安定性を調べた。さらにAsai et
al.13は平板上に縦渦を与え、渦構造に対称／反対称な外
部撹乱を与えた実験を行い、前者が Kelvin-Helmholz 型
の、後者が曲率不安定性によることを指摘している。
本研究では初期条件の最大振幅と遷移過程との関係に

注目し、そのレイノルズ数依存性を調べ、初期値依存性
を探る。また直接数値計算を用いた解析によって渦構造
の移り変わりを調べる。

2. 計算方法

2.1 基礎方程式
壁面に沿って流れる剪断流を調べる目的で、平行流近

似を行った平板境界層の直接数値計算 (DNS)を行なう。
DNSは、非圧縮条件のもとで Navier—Stokes 方程式を数
値的に解いている。壁に垂直な z方向の計算には Cheby-
shev選点法を用い、流れ方向 xおよびスパン方向 yには
取扱いを単純にするために周期的境界条件を適用する (図
1)。流れ場 (圧力場)は x方向の主流成分 U(z)と撹乱成
分 v(x)=(u0, v, w)に分解して取り扱う;

∇ · v = 0, (1)

∂v

∂t
+ v ·∇v + U

∂v

∂z
+ v · dU

dz
= −∇p+ ν∇2v.(2)

ここで U(z)は平均流速であり、本計算では Blasius流を
用いている。周期的境界条件を x,y 方向に適用し、速度
場を

v(x, t) =
X
kx,ky

ev(k, z, t) exp (ikxx+ ikyy) (3)

のようにフーリエ級数展開に表す。このことから x,y 方
向についてはフーリエ・スペクトル法14 を適用する。ま
た z 方向についてはチェビシェフ選点法に代数関数的な
射影を行って、[0,∞)の領域を取り扱った。また非圧縮
性を満たすために Influence Matrix 法15を用いた。計算
は科学技術庁 航空宇宙技術研究所の数値風洞を用いて行
なわれた。
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Fig. 1: Setup of direct numerical simulations.

ReD kx =(ω) OS eqn. =(ω)DNS diff.[%]

500.0 0.300 −1.627× 10−4 −1.636× 10−4 0.6

600.0 0.300 5.426× 10−4 5.429× 10−4 -0.06

2580 0.215 2.5114× 10−3 2.5185× 10−3 -0.3

Tab. 1: The growth rates =ω calculated as numerical
eigenvalue problems of the Orr-Sommerfeld equation,

and the DNS.

2.2 エネルギーノルムと初期条件
各モードのエネルギーノルムは流れ方向およびスパン

方向にフーリエ変換した速度場 ṽ(k)を用いて

E(k, t) =

Z
Lz

|ṽ(k, z, t)|2 /Lzdz (4)

と定義する。ここで Lz はブラジウス流の 99%厚さとし
た。これらを用いて、初期条件を次のように定義する。初
期撹乱 ṽ(k, z)に対して、振幅A3D、エネルギーを与える
最大波数 klimを任意パラメタとする。エネルギーを与え
る最大波数を k ≤ klim までに制限する。このような速度
場が非圧縮性と境界条件を満たすよう、直交関数を用い
て正規化する16。この撹乱振幅の大きさを示すため、初
期条件における流れ方向の速度撹乱の最大値 |u0|max を
用いた。

3. 結果
平行流近似を行った平板境界層流に対し、スペクトル選

点法を用いて直接数値計算11を行った。計算結果の確認に
ついて、Tollmien-Schlichting波の増幅率を線形固有値計
算の結果と比較した。このときの解像度は x×y×z=32×
32×65とした。相対誤差 1%以下の一致を得た (表 1)。こ
の計算コードを用い、また解像度を 128×64×129と拡張し
て SV型遷移の流れ場の直接数値計算を行った。計算領域
はTS波長 kTSを基準に [0, 4π/kTS]×[0, 2π/kTS]×[0,∞)
と取った。
図 2は撹乱エネルギーを波数分解し、その主要モード

の時間変化を追いかけたものである。二つのグラフは共に
排除厚さ基準レイノルズ数ReD = 600における計算結果
である。図 2aは初期撹乱が |u0|max = 0.59U∞ (|u0|rms =
0.14U∞)から時間発展させたものである (SVと略記)。ま
た bは |u0|max = 0.42(|u0|rms = 0.10U∞)から行ったも
のである (NOと略記)。両者とも t < 50に過渡的増幅が
現れ、それにより低波数領域にエネルギーが励起されて
いる7。SVではその後各モードが非線形相互作用を生じ、
エネルギーは低波数領域から高波数領域へとカスケード
されて乱流へと遷移 (t ' 400～)している。一方 NOに
おいてはそのような相互作用は現れていないため、高波
数モードは粘性の影響を受けて減衰してしまい、エネル
ギーのカスケードが見られなかった。
この違いはレイノルズ応力の空間平均の時間発展 u0w

(図 3)においても見ることができる。t < 50ではSVとNO
における振舞いの違いはほとんど見られないが、t > 100
を越えると両者の違いが大きくなっている。SVの場合非
線形相互作用が励起されたため、u0wが増幅されている。
一方 NOでは 0に収束していて、流れ場は乱流に遷移す
ることが出来ない。

Fig. 2: Time evolution of energy of dominant modes.

Simulations are started with random initial condi-

tions with (a): |u0|max = 0.59U∞ (SV), and (b):

|u0|max = 0.42U∞ (NO).

このときの撹乱の各成分の自乗平均の時間変化を図 4
に示す。SVにおいて v と w成分の成長が t > 150の近
辺において観察された。これはレイノルズ応力 u0wの成
長と対応していることから、これらの成分非線形相互作
用によるものと増幅されている。
このように SV型遷移は初期撹乱振幅の大きさ |u0|max

によって非線形相互作用を引き起こすか否かが分かれる。
そのレイノルズ数 Re依存性について調べたダイアグラ
ムが図 5である。□は SV型増幅によって乱流へ遷移し
た場合を示し、■はそうでない場合を示す。SV型遷移が
選択される閾値 |u0|maxC は Re のべき Re−ζ、ζ ' 1.7

であった。この値はチャネル流のもの10と一致している。
また周期的境界条件の影響について、この計算では流れ
方向の周期を TS波長の 2倍のものを用いているが、4倍
としても ζ の値に変化はなかった。
このような過渡的増幅における渦構造について、エン

ストロフィーの等値面によって図 6の様な構造が見られ
た。この数値計算のようにランダムな初期条件から出発
しても、流れ方向に軸を持つ渦 (Streamwise Vortex)構
造が形成されうることが捉えられた。このような SV構
造の yz断面が図 7上であり、太線はエンストロフィーの
等値線を、細い白線は (U + u0)の等値線を表している。
ここで SV構造は、剪断 ∂u/∂zの強い部分からなること
がわかる。また xy断面をみると、SV構造は壁から約 6◦
に持ち上げられている (図 6下)ことが分かる。非線形相
互作用が励起された場合、SV構造の上端は屈曲し、構造
崩壊が促進され、乱流へと遷移する様子が観察された。
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Fig. 3: Time evolution of the Reynolds stress in the

cases of SV and NO.

Fig. 4: Time evolution of root mean square distur-

bances of u0, v and w. In the ’SV’ case , turbulent

transition triggerd by SV instability, and in the ’NO’

case where SV instability could not.

4. 結論
縦渦型遷移におけるメカニズムを解明するため、直接

数値計算による解析を行った。過渡的増幅によって縦渦
が形成される。乱流へ遷移する場合、縦渦が持ち上げら
れ、非線形相互作用が励起されて崩壊を経る。このよう
な現象は初期速度場の |u0|max が大きな場合に起こり得
る。また |u0|maxの閾値は、平板境界層のばあいでもレイ
ノルズ数 Reのベキ Re−γ、γ ' 1.7によって分けられる
ことが分かった。
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