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立方体周り流れの３次元有限要素シミュレーション
Three-Dimensional Finite Element Simulation of Flow around a Wall-Mounted Cube
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The purpose of this paper is to apply the Petrov-Galerkin �nite element scheme using exponential weighting

functions to three-dimensional ow around a cube mounted on the wall in a channel. The Navier-Stokes equations

are semi-explicitly integrated in time by using a fractional step strategy, and the second-order accurate Adams-

Bashforth explicit di�erencing for both convection and di�usion terms are adopted e�ectively. Numerical results

demonstrate several ow patterns and pressure �elds for widely Reynolds number regimes.

1. 諸言
有限長角柱周りの流れは、その上部先端の影響により

渦の流出は３次元構造となることが知られている。特に、
立方体周りの流出渦の場合、馬蹄渦やアーチ渦といった
３次元特有の渦構造が出現することは風洞実験により確
認されている (1);(2)。その数値解析手法としては、高レイ
ノルズ数までの流れを対象とした場合に、数値解の安定
化を図るために上流化法に基づく解析スキームを用いる
必要がある (3)。
本論文では、立方体周りの非圧縮性粘性流れの現象に

対し、指数関数を重み関数とした Petrov-Galerkin法に
基づく有限要素スキーム (4);(5) による解析を示す。数値
計算例は広範囲の Reynolds数を対象とし、得られた数
値結果を実験値等と比較し、手法の妥当性を検討する。

2. 基礎微分方程式
３次元非圧縮粘性流れ場の解析対象領域を 
、その境

界を � とする。その現象を支配する Navier-Stokes方程
式及び連続の方程式に関する基礎微分方程式系は無次元
形式で表現すれば次式となる。
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ただし、ui は速度ベクトル成分、p は圧力、Re はレイ
ノルズ数を表す。
ここで、式 (1)、(2)に対し、fractional step分解を導

入すれば以下の方程式系を得る。
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修正速度ベクトル成分、n は時間ステップ数を表す。

3. 指数関数型 Petrov-Galerkin有限要素解析
高レイノルズ数流れの解析に対しても安定した数値解を

得るために、式 (3)に指数関数を重み関数とした Petrov-
Galerkin法に基づく有限要素スキーム (5) を適用する。
式 (3)の重みつき積分表現に発散定理を適用すれば次

の弱形式表現を得る。
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ただし、
e は全体領域 
 の部分領域、nj は外向き単位
法線ベクトル成分を表す。また、M� は指数関数型の重
み関数 (5) である。
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ただし、vi 及び Li は 
e 内で平均化された速度ベクト
ル及び代表長さをそれぞれ表し、sgn( ) は符号関数であ
る。また、�i は安定化パラメータを表している。
ここで、未知関数の要素内補間を行い、時間進行スキー

ムとして２次精度のAdams-Bashforth法を用いると次の
有限要素方程式が得られる。
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で表され、各行列は文献 (5)に従う。

4. 数値計算例
立方体周り流れの問題に対し、２種類のレイノルズ数

（Re = 400; 8900）に関する計算例を示す。Fig.1(a)に計
算領域及び境界条件を示す。計算に用いた有限要素メッ
シュは Fig.1(b)に示される。
初期条件は領域内の全ての点で速度を零とした。速度

ベクトルは一次要素、修正速度ポテンシャルには要素内
一定の要素を用いた。また、計算を実行するにあたり用
いたパラメータを Table 1に示す。
Fig.2は、それぞれのレイノルズ数に関する立方体前

方、上面及び後方から見た流線を示す。低レイノルズ数
の Re = 400では、立方体前方に対称的な螺旋状の馬蹄
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渦 (2)の形成が明らかに確認できるが、一方、Re = 8900
では非対称的な複雑な渦の挙動が現れている。立方体前
面の異なる高さでの圧力係数 Cpの実験値 (1)との比較を
Fig.3に示す。良好な圧力分布の一致が見られる。

(a) Geometry and boundary conditions

(b) Finite element mesh
Fig. 1: Flow over a wall-mounted cube

Table 1 A summary of the parameters

Nodes Elements lmin 4t �i

100,446 94,000 0.05 0.005 0.2

5. 結言
立方体周りの非圧縮性粘性流れの現象に対し、指数関

数型Petrov-Galerkin有限要素法による解析を展開してき
た。その際、移流項及び拡散項に対し２次精度のAdams-
Bashforth法を適用し、時間進行に関する高精度化を図
り、圧力に関するポアソン方程式の解法には SCG法を採
用し計算の高速化を図った。
計算結果として、Re = 400では対称的な馬蹄渦、Re =

8900では非対称の複雑な挙動が得られた。また、圧力係
数に関しても実験値との良好な一致を得た。
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(a) Re = 400 (b) Re = 8900

Fig. 2: Instantaneous streamlines

Fig. 3: Pressure distribution
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