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ALE並列有限要素法による自由表面流れの非線形解析
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This paper presents an ALE parallel ånite element method for the non-linear analysis of free surface çows.
The stabilization methods based on SUPG and PSPG methods are used. The coupled non-linear ånite
element equation systems are linearlized by the Newton-Raphson iteration method and the GMRES method
based on the matrix-free is used to solve the linear equation systems. The present method is applied to the
three dimensional sloshing problem in a rectangular tank and an actual dam.

1. はじめに

自由表面流れは移動境界問題の1つであり，その時々

刻々と変化する界面の複雑な挙動を捉えることは，工学

上，非常に重要な問題である．河川構造物やダム堤体な

どその影響を受ける構造物に作用する流体力を定量的

に評価するためには，流況及び自由表面形状を正確に捉

える必要がある．自由表面流れの数値解析手法として，

これまでに数多くの手法が提案されているが，ALE表

記によるNavier-Stokes方程式を基礎方程式として用い

た界面追跡法1)2)は，この問題に対する有効的な手法の

1つである．しかしながら，その基礎方程式の離散化過

程で導かれる方程式系は，非線形の連立方程式であり，

流体挙動を正確に把握するためには，非線形解析を高

精度かつ安定に行う必要がある．

そこで本論文は，非圧縮性粘性流れの非線形自由表

面流れ解析を高精度かつ安定に計算可能なALE並列

有限要素法を提案するものである．安定化手法として

SUPG/PSPG法3)を用い，Newton-Raphson法により

導かれた連立1次方程式の解法には，Matrix-free法に

基づくGMRES法4)5)を用いる．また，並列計算手法と

して領域分割法に基づく方法を用いる．数値解析例と

して，矩形貯槽内スロッシング解析を取り上げ，実験

値と比較することで本手法の精度及び有効性について

検討する．また，実問題への適用として地震動による

ダム湖の水面応答解析を取り上げる．

2. 数値解析手法

2.1. 基礎方程式

ALE表記による非圧縮粘性流体の運動方程式と連続

の式はそれぞれ式 (1),(2)で表される：
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uは流速，ñuは相対流速，öは密度，fは物体力を表して

いる．ここで，応力テンソルõは以下の式で表される：

õ= ÄpI + 2ñ"(u); (3)
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pは圧力，ñは粘性係数である．

また，Dirichret型，Neumann型境界条件は，次のよ

うに与えられる：

u = g on Äg; (5)

nÅõ= h on Äh; (6)

ここで，g,hはそれぞれ流速，トラクションの既知量を

示し，nは外向き単位法線ベクトルを示す．

2.2. 安定化有限要素法

基礎方程式(1),(2)に対して，安定化有限要素法

(SUPG/PSPG法)を適用すると，以下の弱形式が得ら
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安定化パラメータúm，úcは以下のように定義される6)：
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式 (7)に対して，P1/P1要素を用いて補間を行うと

次のような有限要素方程式を得る：
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ここで，M,K,C,S,Nは，係数行列であり，添字é; "は，

それぞれSUPG項，PSPG項に起因するものを表わす．

時間方向の離散化において，時間微分@u=@tは次のよ

うに表される：
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ここで，Åtは時刻レベルnとn + 1間の時間ステップ

サイズである．この時間の離散化において，流速u，お

よび圧力pは以下のように与えられる：

u = ãun+1 + (1Äã)un; (13)

p = pn+1; (14)

ここに，ãは時間積分の安定性と精度をコントロール

するパラメータであり，ここでは，2次精度を有する

ã= 0:5を選択する．ただし，連続式は陰的に取り扱う．

2.3. 反復解法

非線形の方程式系 (10)，(11)は，次式のような連立

方程式で表すことができる：

R(dn+1) = 0 (15)

ここで，dn+1は，時刻レベルn+1での未知節点量（u，

p）である．式 (15)に対してNewton-Raphson法を適

用すると次式のような線形方程式が得られる：

Jkn+1(Ådkn+1) = ÄR(dkn+1); (16)

Jkn+1 =
@R

@dk
; (17)

ここに，kはNewton-Raphsonの繰り返し回数を表し，

Ådkn+1は，dkn+1に対する増分を表す．式 (16)で表され

る線形方程式は，各時間ステップにおいて収束するま

で繰り返すことにより解かれる．この連立１次方程式

の解法として，Matrix-Free法に基づくGMRES法を用

いる．

2.4. 要素再分割

ALE法は，移動境界と物質粒子の相対的な速度を考

慮し，解析領域を更新することで物体の形状を表現で

きることに特徴がある．3次元問題において自由表面位

置 z = H(x; y; t)は，運動学的条件により以下のように

求められる．
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添字sは，自由表面での物理量を意味し，niは外向き単

位法線ベクトルの各成分である．自由表面上では，力

学的条件として，stress-free条件が適用される．

本手法では，時間ステップ間における移動境界上で

の節点鉛直変位量を境界値として領域内の節点に関す

るLaplace方程式を解くことにより，全節点の位置を求

める方法を用いている．

rÅû= 0 (19)

û= ÅH on Äm (20)

û= 0 on Äf (21)

ここで，ûは，節点鉛直変位量であり，Äm;Äfはそれぞ

れ移動境界，固定境界を表わす．また，ÅHは，時間ス

テップにおける自由表面位置の増分である．式 (19)の

解法として，Element{by{Element SCG法を用いる．

2.5. 並列計算手法

本研究における並列計算手法として，分散メモリー

型並列計算機を対象とした領域分割法に基づく手法を

採用する．領域分割法に基づく並列計算では，各プロ

セッサは自らに割り当てられた部分領域のみのデータ

しか持っておらず，解析領域全体から見ると，計算を行

うためには不完全である．そこで，その不足分を補うた

めに各プロセッサ間で通信を行い，データを補完する

必要がある．本解析手法において必要な通信は，要素ご

とのベクトルを全体系のベクトルに重ね合わせる際に

必要となる隣接するプロセッサ間での通信と，部分領

域でのベクトルの内積計算を全体領域で完成させるた

めに必要な全プロセッサ間での通信の2種類である．こ

れらの通信を行う通信ライブラリには，機種依存性の

少ないMPI(Message Passing Interface)を用いる．通

信方法の詳細に関しては，参考文献7)を参照されたい．

3. 数値解析例

3.1. 矩形貯槽内スロッシング解析

本手法の計算精度を比較検討するため，数値解析例

として3次元矩形貯槽内スロッシング解析を取り上げ

る．解析条件はFig.1のような幅1:0[m],奥行0:1[m],高

さ1:0[m]の貯水槽に50％貯まった流体に式 (22)で表わ

される水平加速度を与える．振幅Aは0:0093[m]，角速

度ωは5:311[rad=s]である：

f = A!2 sin!t: (22)

流体は水とするため密度öおよび動粘性係数óはそれ

ぞれ，1:0Ç 103[kg=m3]，1:0Ç 10Ä6[m2=s]となる．境

界条件は壁面で slip条件を与えた．有限要素として四

面体要素を用いる．なお，要素再分割は毎時間ステップ

ごとに全要素に対して行っている．

Fig.2に貯槽内左壁における水位の時刻歴を示す．こ

の図より，解析結果は実験値1)と良い一致を示してお

り，本手法のまたFig.3に示す，各時刻における流体領

域形状も安定によく捉えることができている．以上の

結果より，本手法の有効性を確認することができた．

3.2. 並列化性能評価

本並列計算手法の大規模問題への有効性を検討するた

め，先の矩形貯槽内スロッシング解析において総節点数：
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Fig.3 Computed çuid motion

29,889，総要素数：153,600の要素分割を用いて並列化性

能評価を行った．並列計算機として，商用並列計算機で

ある IBM RS6000/SP(Power 3)と8台のPC(Personal

Computer)をEhternetで接続したPCクラスター型並

列計算機8)を用いる．PCクラスター型並列計算機の仕

様をTable.1に示す．並列化性能評価として演算速度

倍率と並列化効率をFig.4に示すが，ここで演算速度倍

率は，プロセッサを1台使用した場合に対する倍率であ

り，並列化効率は演算速度倍率が理想倍率と等しくな

る場合を100%としている．この図より，高性能な並列

計算が実現されていることがわかる．

Table1 Speciåcation of parallel computer

　　PC cluster parallel computer 　　
CPU Pentium III

Clock cycle 600MHz
Cache size 512KB

Memory size 512MB
O.S. Linux-2.0.34

Network 100Base-Tx
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Fig.4 Parallel performance
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Fig.5 Numerical model of actual dam

3.3. 地震動によるダム湖の水面応答解析

本解析手法の実問題への適用として，ロックフィル

ダムの地震動による水面応答解析を取り上げる．解析

モデルとして，Fig.5のような段差を有する底面と勾配

約1:2.5の斜面を有する3次元領域を考える．初期水位

は底面より29.0mとし，26.0m以上の斜面は鉛直壁とし

て取り扱う．有限要素には四面体要素を用い，総節点

数:44485，総要素数:221040となっている．境界条件と

して，底面および斜面ではnon Ä slip条件，鉛直壁で

はfreeÄ slip条件を課す．加振条件としては，地震波

応答解析により得られたダム外壁のX方向水平移動速

度（Fig.6）を用いる．地震波応答解析については，参
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Fig.7 Time history of water elevation at point A

Fig.8 Computed conåguration of free surface

考文献9)に詳しい．

Fig.5に示すA～Dの水位計測点で最も水位変動量の

大きかったA点での水位の時刻歴をFig.7に示す．また，

Fig.8に時刻T=50.0[s]でのZスケールを100倍した水

面形状を示す．ここで，図中のカラーバーは水位を表

す．この結果より，地震動により励起された水面応答を

捉えることができていることがわかる．

4. 下流側流出境界条件

数値解析において，解析領域は有限なものであり，そ

の領域境界には境界条件として何らかの物理量を課す

必要がある．河川などのような連続した物理領域を解

析対象とする場合，解析領域は物理的に連続した領域

を有限な領域に区切ったものとなり，その下流側には流

出境界条件が必要となる．しかし，下流側流出境界で

の物理量は基本的に未知量であるため，境界条件を与

えることは通常困難であり，様々な議論がなされてい

る10)．その中でも，Papanastasiouらにより提案された

Free Boundary Conditon11)は，自由表面流れにおいて

も機能する有効的な流出境界条件の1つである12)．

Free Boundary Conditionでは，通常既知量として取

り扱われる式 (7)の右辺境界積分項を，未知量として左

辺に移項することで，流出境界条件を必要としないと

している．現在，本解析手法におけるこの流出境界条

件を構築中であり，今後の課題とさせていただく．

5. 結論

本論文では，非圧縮粘性流れの非線形自由表面流れ

解析を高精度かつ安定に計算可能なALE並列有限要素

法を提案した．数値解析例として矩形貯槽内スロッシ

ング解析を行い，本解析手法の計算精度及び有効性を

検討した．また，実問題への適用として，地震動によ

るダム湖の水面応答解析を取り上げた．その結果，以

下の結論が得られた．

è矩形貯槽内スロッシング解析において実験値と良

い一致を示しており，計算精度と安定性の観点か

ら本手法の有効性が確認できた．

è並列化性能評価において，高い並列化効率を得てお

り，本手法の大規模問題への有効性が確認できた．

èダム湖の水面応答解析において，地震動により励

起される水面応答を捉えることができ，実問題へ

の有効性が確認できた．

今後の課題として，河川構造物周りの流れ解析のよ

うな，流出境界の存在する解析領域への本手法の適用

が挙げられる．
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