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In this article, we show that there exist rarefied gas effects in the Lattice Boltzmann method using the thermal Lattice
BGK two-speed model. Those effects are due to non-equilibrium state in the particle distribution function, and the
non-equilibrium occurs near walls. In this study, LBM counterpart of the thermal creep flow, which appears due to
temperature gradient of the boundary in rarefied gases, is clarified analytically and is studied numerically for some
cases.

１． 緒言

近年 ,流れの解析に熱流体モデルの格子ボルツマン法

(LBM)が用いられるようになってきた(1-4).LBM とは,流体を

有限個の速度を持つ多数の粒子の集合体で近似し,それら粒

子の衝突と並進とを繰り返すことにより,流れを模擬する手

法である(5-7).
LBMは,複雑な流れ場に対してもアルゴリズムがシンプル

であり,並列計算に適しているなどの利点をもっている.これ

まで非圧縮性流体,2 相流(8-10)および圧縮性流体まで流れ場に

適用され成功をおさめている.
圧縮性流体の計算は Qian(11)らによって行われているが,

従来の非圧縮,非熱伝導性モデルと同様に熱の効果は除外さ

れている.圧縮性流体に対して真に適用可能な熱流体モデル

は，1993 年になって McNamara ら(11)と Alexander ら(1)によっ

て初めて明確に提案された．McNamara らは，3 次元立方格子

においてその支配方程式が通常見られるNavier-Stokes方程

式と一致するように平衡分布関数の形を決定するという熱

流体モデルの構築方法を述べている．一方の Alexander らも

同様の方法を示し，2 次元正三角形格子における 13 種類の粒

子を持つモデルにおいて具体的な平衡分布関数の形を求め

ている．その中で，輸送係数，音速および熱伝導を考慮した

Couette 流れに関する数値解と理論値との比較において両者

の良い一致が見られる．そして，Chen ら(2)は Qain らによっ

て指摘された Navier-Stokes 方程式からの非線形な逸脱項
(12)が流れ場に与える影響を検討し，数値計算を通して逸脱項

を排除する改良されたモデルと従来のモデルとを比較した．

これらの逸脱項は高次の流速の項から構成されることから，

逸脱項を排除するためには平衡分布関数が4次オーダーの速

度まで展開されると同時に4階の速度モーメントテンソルま

でしか等方性を有しない正三角形格子ではなく6階のテンソ

ルまで等方性が保証されるように十分な対称性を持つ正方

格子を用いることを主張している．

本研究では,熱流体格子 BGK2 速度のモデルを利用して格

子ボルツマン法における希薄気体の効果についてそのメカ

ニズムを明らかにし,数値計算例を示すことによっていわゆ

る連続体としての流体からの流れのずれを明らかにした.
外力の働いていない系においては温度場が原因となって

流れが誘起されることはないが,希薄気体においては,境界壁

面に沿って温度勾配があるとき,壁面近傍において高温側に

向かって流れが誘起される.このような希薄気体特有の流れ

は熱ほふく流(thermal creep flow)(13)として知られていたが,
格子ボルツマンの方法でも起こる.このような効果は粒子の

分布関数における非平衡状態によるもので,この非平衡は壁

から反射して来る粒子により生じる.
格子ボルツマンの法におけるこのような流れは非物理的

な現象である.したがって,格子ボルツマン法での希薄気体効

果については,何らかの対策が必要である.ここで温度勾配が

ある時のいつかの数値計算の結果が検討された.

２． 基礎理論

LBMでは,空間は一様に規則的な格子によって離散化され

る.格子には幾つか種類があるが,本研究では図 1 に示すよう

に,一辺が単位長さの正三角形格子を用いる.時間についても

時間刻みτ ずつ時間が進む．粒子は格子点で静止するか，1

タイムステップ間に o60 間隔で延びている格子線に沿って

隣接する格子点へ決められた速度で移動することができ，そ

の後全格子点上で同時に衝突が行われる．衝突は並進時間

（次の衝突がおこるまでの時間）に比べて瞬時に行われ，衝

突後，一部分の粒子は速度方向が変化する．また，粒子は全

ての時刻において格子点上にのみ存在する．

次に，図 2 のように粒子の種類は正三角形格子上で速度の

大きさが c ， c2 の 2 種類，速度方向が 1～6 までとそれらに

静止粒子を加えて計 13 種類となる．

LBMにおける時間発展方程式は分布関数 ( )r,tf i を用いて，
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Fig.1  Discretization of two-dimensional space with
hexagonal lattice
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(a)                        (b)

Fig. 2  Particles travelling directions and 2D13V model.

局所平衡分布関数 ( ) ( )r,0 tf i は，

[ ]22)0( 221 BuuuccBuBcFf iiii ++−= βαβσασαασσσ ρ ，･････････(5)

と与えられる．

係数 0F , 1F , 2F および B は ,密度および運動量の定義式

(2),(3)および(4)から次のように決定される,
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式(1)の左辺を時刻 t ,空間座標 r を中心に 2 次まで Taylor
展開を行うと,
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が得られる.
分布関数 af はKnudsen数に相当する微小量 ε を用いて平

衡状態を中心にして展開し,時間および空間の変数は微視的,
離散的なスケールにおけるものである,
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式(10)を用いて Chapman-Enskog 展開を行う.そして,式
(10)に式(11),(12),(13)を代入すると,
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になる.
式(14)は巨視的な時間および空間スケールで見られる i 方

向粒子の運動を表す.この式をもとに式(2),(3),(4)を考慮して,
連続体としての流体に関する質量,運動量およびエネルギー

保存を導くと、

質量保存の方程式,
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運動量保存の方程式,
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エネルギー保存の方程式,
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が得られる.ここで圧力 P ,粘性係数 µ および第 2 粘性係数 λ
は,
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である.

３．格子ボルツマン法における熱ほふく流

衝突の時,粒子の運動エネルギーが保存されると考え 2 次

元熱流体(2D13V)モデルを考える.
今,流速 0,圧力が一様な場を考え,温度が x 方向に一定の勾

配を持つとする.2 次元では圧力 P と密度 ρ ,内部エネルギー

e との間に eP ρ= なる関係があるが,圧力が一定値 P である

と密度は )(/ xeP=ρ なる分布を持つことになる.すなわち,
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である.
ここで , if ,σ の添え字 2,1=σ は速度の大きさの種類

で, 2,1=i は速度の方向を表している.これ以降マクロな x 方

向の流速について考えるので,速度 0 の粒子および y 方向に

速度を持つ粒子について考えない事ととし,分布関数は上下

対称として i を 1 と 2 のみ考慮する.
図 3 のように格子点で x 方向に 5 点離れた列を考えると,
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に書くことができる.
また,0 の点での並進後( t∆ 後)の分布関数は,
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になる.この点での流速は,
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Fig. 3  Schematic distribution of internal energy gradients

Fig.4  Lattice scale of internal energy gradient

となる.すなわち,初期値から熱的な非平衡により,分布関数

は変わるが,流れは生じない.
次に,衝突後の分布関数を計算する.分布関数の発展方程

式,
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となる.
流速 0 の場合を考えると定常の分布関数は,
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したがって,この点での流速は,

0)3(3)
2

3
(

2

3
)0( 2,21,22,11,10 =−×+×+−×+×+× fffff ,

･････････････････････････････････････････････････(37)
となる.

図 4 のように壁がある場合,粒子は壁から内部エネルギー

e ,圧力 P ,速度 0 の平衡分布関数で表される平衡状態で跳ね

返るとすると,

)1(
9

4
)1(1,1 −∆−−=− ee

P
f w ,･････････････････････････(38)
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9

4
)1(2,1 −∆+−= ee

P
f w ,･･････････････････････････(39)

)
4

1
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9
)1(1,2 −∆−=− ee

P
f w ,･･･････････････････････････(40)

)
4

1
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9
)1(2,2 −∆+= ee

P
f w ,････････････････････････････(41)

になる.
粒子が壁面から,1 格子内側の(0)の格子点に移動した時の

流速は,

)3(3)
2
3

(
2
3

0 2,21,22,11,10 −×+×+−×+×+× wwww fffff

e
P

∆=
9
32

,･･････････････････････････････････････(42)

である.
流れは高温側に向かっており,流速は P と温度勾配に比例

する.内部の領域との違いは, if ,2 の粒子が,内部では格子点で

2 離れた所から来るのに対して,壁付近では 1 離れた所から

t∆2/1 ごと壁面で更新された粒子が来る.
　流れに x 方向に一定の温度勾配があり,領域の下部に同じ

温度勾配を持つ壁面がある.ｙ方向半無限に広がる領域を考

えると、定常流は次のような考察から求められる.

　壁から e
P

∆
9

32
の運動量が,流れがあるか無いかにかかわ

らず流入する.従って流れがこれと同じ運動量を壁に与える

ならば流れは定常となる.流速の y 方向成分 v が 0 であると

すると分布関数は y 方向に対称となるので,定常流は分布関

数の上下合計して速度の x 成分は,

x
dx

deP
u ∆=

9

34
,･･････････････････････････････････(43)

と表される.ここで x∆ は格子の間隔で,格子間隔が小さくな

るに従い,この流れは 0 に近づく.

4．数値計算例

4．1　両面に温度勾配がある Cavity 内の流れ

　図 5 のように個体壁で囲まれた四角形の Cavity 内の流れ

を考える. 計算メッシュの数は 6060×=× NM ,周囲の壁には

局所平衡を仮定した粘着の境界条件を適用する.
上面は 5.00 =e ,下面は 7.0=Te ,そして両面は温度が 0.5か

ら 0.7 まで線形に変化し,外力はないものとする.図 6(a)は流

面で温度勾配があるとき 2 次元の Cavity 流れの速度ベクト

ルを示している.温度勾配のため両面で下向くの流れが生じ

ている.また,温度が高い下面から上向きの流れと衝突し,中
央では上向きの流れが生じる.
図 6(b)は壁の付近での温度勾配と速度の大きさの関係を

示している.壁付近での速度は温度勾配の増加に比例して増

加していることがわかる.

1
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-1

x
dx

de
∆

2

3x∆
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0

e0

eT

eW

M1 M X1

Fig. 5  Schematic plot of the cavity flow with thermal
gradients on the both sides

                          (a)

(b)

Fig. 6  (a) Velocity vectors with temperature gradient on the both
sides, and (b) the relationship between the velocity and the

temperature gradient.

4．2　チャンネルでの一方向流れ

(a)

(b)

Fig.7  (a) Channel shape(one section),
     and (b) temperature distribution

Fig.8  Velocity vectors in the channel

図 7(a),(b)のように上面に温度勾配を持っているチャンネ

ルでの希薄効果のような流れを考える.Sone(14) らは希薄気

体においては境界壁面に沿って温度勾配があるとき,壁面近

傍において高温側に向かって流れが誘起されるのを報告し

ている.
計算メッシュの数は 4060×=× NM 、 201 =M 、 201 =N で

あり,上面での温度は次のように分布される,

11001 /))(( MnLMeeee TW −−−=

)/())(( 1102 MMnLMMeeee TTW −−−−−= , ,......)2,1,0( =n

･････････････････････････････････････････････････(44)
ここで 1=L は代表長さである.
境界条件では,上面壁は粘着条件,下面は鏡面反射条件,そ

し て 左 右 が 周 期 境 界 条 件 を 適 用 す る . 初 期 条 件 と

は, 2250.10 =ρ , 5.00 =e , 7.0=Te を与えた.
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Fig. 9  The mean flow velocity in the x-direction over the cross
section at the origin.

Fig.10  The internal energy distribution in the x-direction (y=30)
with temperature gradient on the both sides.

図 8 は一方向流れが生じる事を示している.チャンネルの

左側上端では温度勾配のため時計の逆回りの流れが生じる

ことがわかる.図9はチャンネルの右側( Mx = )での平均速度

を示している.始めには平均速度は増加するが,時間が進むと

流れが平衡状態になることがわかる.

5．希薄気体効果を消す方法

格子ボルツマンの方法で希薄気体なような効果は、壁から

反射して来る粒子により生じるので,これを消すために仮想

的な壁をもう 1 つ考え, c の粒子は第 1 の壁から飛び出し,そ
して c2 の粒子は第 2 の壁から飛び出すようにする.
図 10 は図 5 と同様の設定であるか,y=30 の格子点での温

度分布を表している。計算メッシュの数は 6060×=× NM を

与えだ.熱伝導方程式から出た理論値,壁を１つ考えるときお

よび壁が 2 つあるときの 3 つの等温線を示している.図で出

ているように 1 つの壁から c , c2 の粒子が反射する方法より

も, c の粒子は第 1の壁から,そして c2 の粒子は第 2の壁から

飛び出す方法が理論値と近づくことがわかる.

6．結論

格子 BGK モデルにおいて希薄気体効果,特に熱ほふく流

に関して境界面での温度勾配によって誘起される流れを検

証した.
また,希薄気体効果を減らす新しい方法を提案し,その有効

性を確認した.
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