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気泡関数要素を用いたGLS型安定化有限要素法による
非圧縮性粘性流体解析

Incompressible Viscous Flow Analysis Using Bubble Function Element
with GLS Type Stabilized Finite Element Method
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A new finite element formulation with bubble function for the incompressible Navier-Stokes equations is proposed
in this paper. As the numerical approach, the spacial discretization is applied the mixed interpolations for velocity
and pressure fields by the bubble element and linear element, respectively. The fractional step method based on
the implicit time integration is used for the discretization. To verify applicability of presented bubble function,
standing vortex problem and lid-driven cavity flow are performed for the numerical examples.

1. 緒言
近年，要素境界上で 0 となり，要素内のみに値を持つ

関数である C0 連続性を有する適合型の気泡関数を一次
要素に加えた通常の Bubnov-Galerkin型の有限要素法を
用いた近似が，ある種の問題において安定化有限要素法
と等価となることが明らかとなっている [1]。このような
等価性は，気泡関数の自由度を要素毎に消去する，いわ
ゆる静的縮約という操作によって得られた有限要素方程
式を考察することによって示される。定常 Stokes 方程式
では，流速場に対して気泡関数要素を用い，圧力場に対
しては一次要素による，MINI要素と呼ばれる要素を用い
た混合型有限要素法による近似は，安定化有限要素法の
一つである SUPG 法を PSPG 法と組み合わせた手法か
ら導かれるものと等価となる。このことから，正規化気
泡関数要素を MINI 要素における気泡関数として適用す
ることにより，非圧縮 Navier-Stokes 方程式に対する混
合型有限要素法を考えることができる。山田 [2]は，非圧
縮 Navier-Stokes 方程式に対する MINI 要素を用いた混
合型有限要素法として，気泡関数に P 型正規化気泡関数
を適用する手法を提案している。しかしながら，気泡関
数における安定化作用には限界があり，Stokes 方程式に
おいては，気泡関数の圧力場に対する安定化作用は，か
ならずしも十分ではないことが指摘されている。そこで，
本研究では Petrov-Galerkin 型の定式化を用いることに
より導出される重心点のみにおける安定化項を用いるこ
とにより数値的な不安定性を回避する著者ら [3]の方法
を拡張し，上限下限条件を満たさない四角形，六面体要
素 (Q1b/Q1)に適用できる解法 (Least-Squares Bubble)
を提案するものである。
本論では，非圧縮 Navier-Stokes方程式の有限要素法

による解析手法として，安定化作用を導入した気泡関数
を分離型法に適用した新しい手法を提案し，検証の計算
として，Cavity 流れを取り上げ，ここで提案する手法の
適用性について検討を行うものである。

2. 基礎方程式
非圧縮性粘性流れにおける基礎方程式は，無次元化す

ることによって，以下の運動方程式と連続式によって表
される。
運動方程式

u̇i + ujui,j + p,i − ν (ui,j + uj,i),j = fi in Ω (1)

連続式
ui,i = 0 in Ω (2)

ここで，ui，pは，流速，圧力，fi は外力項，また，ν =
1/Re であり，Reは，レイノルズ数である。
境界 Γ は，Γ1 と Γ2 に分けられ，以下の境界条件が

規定される。
ui = ûi on Γ1 (3)

{−pδij + ν (ui,j + uj,i)} · nj = t̂i on Γ2 (4)

ここで，δ はクロネッカーのデルタ関数，nj は境界 Γ の
外向き法線ベクトルである。

3. 時間方向の離散化
時間方向の離散化には，安定性に優れ時間増分を大きく

とれる陰的解法を適用し，連続式 (2)は完全陰的に表す。
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である。移流速度の線形近似としている u∗
i は，2次精度

Adams-Bashforth 公式により得られている。このように
して得られたスキームは，時間に関して 2次精度を有す
る線形スキームとなっている。
圧力 Poisson方程式の導出については，連続式 (6)を

完全に満足しない中間流速を導入してから圧力 Poisson
方程式を導くことによって流速場と圧力場を分離して解
くことのできる分離型法を適用する。
前時間ステップの圧力 pnを近似的な圧力として，運動

方程式 (5)の圧力を pn に置き換えると，運動方程式 (5)
は，未知流速 un+1

i を中間流速 ũn+1
i に置き換えた次式に

なる。
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n+1/2
i,j + pn

,i

−ν
(
ũ
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式 (5)と式 (7)の差をとると，次式が得られる。
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式 (8)の発散をとり，式 (6)を代入することによって圧
力 Poisson方程式が得られる。

∆t(pn+1
,ii − pn

,ii) = ũn+1
i,i (9)

だたし，式 (9)の導出において，流速 un+1
i は未知なの

で，un+1
i � ũn+1

i と近似し，ここでは，式 (8)の第 2項
と第 4項を省略している。
本手法のアルゴリズムは，次のようになる。

1. 初期条件として，流速 u
(0)
i と圧力 pressure p(0) を

与える。
2. 次式によって中間流速 ũn+1

i を求める。
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L∆ũn+1

i + Lun
i + pn

,i = fi

Lui = u∗
jui,j − ν (ui,j + uj,i),j
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3. 次式によって圧力 pn+1 を求める。
∆t ∆pn+1

,ii = ũn+1
i,i , ∆pn+1 = pn+1 − pn

4. 次式によって n+ 1 回目の流速 un+1
i を求める。
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5. i = i + 1 として ステップ 2 へ。

4. 空間方向の離散化
空間方向の離散化として，流速と圧力にべつの補間関

数を適用する混合補間を用いた定式化を行う。本研究で
は，混合補間の組み合わせとして，流速に関しては気泡
関数要素を圧力に関しては双 1次要素を補間関数に用い
る。以下に各要素を示す。
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(a) 気泡関数要素

ui = Φ1ui1 +Φ2ui2 +Φ3ui3 +Φ4ui4 +Φ5u
′
i5 (10)

Φα =
1
4
(1 + rαr)(1 + sαs), α = 1～4, Φ5 = φe
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(b) 双 1次要素

p = Ψ1p1 +Ψ2p2 +Ψ3p3 +Ψ4p4 (11)

Ψα =
1
4
(1 + rαr)(1 + sαs), α = 1～4

Fig. 1: 流速と圧力の補間関数

ここで，φe は気泡関数であり，本研究では Fig. 2に示
すように四角形の要素領域をその重心点を用いて 4 つの
小三角形 wi に分割する気泡関数を用いる。この気泡関数
はこの小三角形毎にアイソパラメトリック座標系 {r, s}
を用いて次のように定義される。
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Fig. 2: 要素領域

φe =




(1 + s)2 in w1

(1− r)2 in w2

(1− s)2 in w3

(1 + r)2 in w4

(12)
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5. 改良型気泡関数要素を適用した非圧縮性粘性流体の

有限要素方程式
Petrov-Galerkin法により有限要素近似を行う。改良型

気泡関数要素を用いた有限要素近似では，次の双 1 次要
素の有限要素空間 V̄ h

i , Q
h と気泡関数の空間 V

′h
i , V̂

′h
i

を用いる。
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i ∈ (C0
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Qh = {qh ∈ C0
0 (Ω), qh|Ωe ∈ P1(Ωe),

∫
Ω

qhdΩ = 0}
(16)

ここで，φe, ϕe は要素領域 Ωe をコンパクトな台とする
気泡関数であり，V

′h
i , V̂

′h
i は気泡関数による近似空間に

対応している。
有限要素空間として速度場に対して V̄ h

i ⊕ V
′h
i , V h

i =
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i ⊕ V
′h
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i を圧力場に対して Qh を用いることに

より，有限要素近似解 (uh
i , p

h) ∈ (V̄ h
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i )×Qh を見

いだす次の近似問題が得られる。
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∆ũh n+1

i

∆t
+
1
2
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ここで，< ·, · > は，Ω における L2 内積を表す。流速場
に対する近似解 uh

i と重み関数 v̂h
i は双 1 次要素による
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である。改良型気泡関数要素を適用した有限要素方程式
は，以下のように表すことができる。
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Lh∆ũh n+1

i + Lhuh n
i + ph n

,i , vh
i >

+
Ne∑
e=1

ν
′
ik||φe,j ||2Ωe{

1
2
∆b̃n+1

ek + bn
ek}cei

=< fi , vh
i > ∀v̂h

i ∈ V h
i (22)

ν
′
ik =

<
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ここで，
Ne∑
e=1

ν
′
ik||φe,j ||2Ωebekcei は気泡関数要素による安

定化作用を制御する項である。

6. GLS型安定化有限要素法との関係について
現象が定常状態に収束する場合を考えると，中間流速，

流速，圧力は
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i −→ uh

i , uh n
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∆ph n+1 −→ 0 , ph n −→ ph

となるので，有限要素方程式 (22),(24),(25)は，以下の式
に収束する。
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上式において静的宿約の操作によって bei を消去するこ
とを考える。式 (27)は以下のように書きかえることがで
きる。
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上式により，次の２式を得る。
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ここで，式 (31)は以下のように書きかえることかできる。
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式 (32)により，bei は式 (33)のように表すことができる。
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τeB = {< Lφe , φe >Ωe +ν
′||φe,j ||2Ωe}−1< φe , 1 >2

Ωe

Ae
(34)

また，式 (30),(28)は以下のように表すことができる。
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i + ph

,i , v̄i > +
Ne∑
e=1

< Lφe , v̄h
i >Ωe bei = 0 (35)

< ūh
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式 (35),(36)に式 (33)を代入することにより，運動方程式
と連続式は結果的に有限要素近似解 (ūh

i , p
h) ∈ V̄ h

i ×Qh

を見いだす問題となる。
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i + ph

,i , v̄h
i > −

Ne∑
e=1

< Lφe , v̄h
i >Ωe τeB

< Lūh
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式 (37),(38)により，現象が定常状態に収束する問題では，
改良型気泡関数要素 (Least-Squares Bubble)を用いた有
限要素近似は GLS 型の安定化有限要近似となっている
ことがわかる。また，GLS 型の安定化有限要近似との対
応をもたせるために，本研究では ν

′
を次式のように決

定している。
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7. 解析例
安定化作用を導入したことによる効果を検討するため

に，Cavity 流れを取り上げる。Fig. 3 に圧力の計算結
果を示す。Fig. 3 から解るように，Q1b/Q1 を用いた場
合の計算結果 (a)は，数値粘性が不足しているために圧
力振動が著しく発生しているのに対して，Least-Squares
Bubble を用いた場合の計算結果 (b)は，適切な数値粘性
が与えられていることから圧力振動が発生していないこ
とが解る。

(a) Q1b/Q1

(b) Least-Squares Bubble

Fig. 3: Quadrangle element(Re=400,T=37.5)

8. 結言
本研究では，Petrov-Galerkin 型の定式化に基づく改

良型気泡関数要素 (Least-Squares Bubble)を用いた有限
要素近似において，現象が定常状態に収束する問題では，
この近似が GLS 型の安定化有限要近似となっているこ
とを示した。また，解析例として Cavity 流れの解析を
取り上げ，安定化作用を導入することにより適切な粘性
を与えることができ，圧力振動を回避できることを示し
た。　
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