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A vortex element method based on Biot-Savalt law and the core spreading model was extended to analysis for 
unsteady heat transfer. Discrete heat elements were introduced into the flow field close to a wall surface in addition to 
nascent vortex elements. In this study, unsteady flow and heat transfer were calculated around a circular cylinder to a 
uniform flow in the range of Re = 200～1000, and Pr = 0.71. From the result of the present calculation, the 
mechanism of unsteady heat transfer in the separated flow region of the cylinder was clarified. 

 
 

１．ま え が き 
 
 はく離流には強い非定常性があり，速度場と共に熱伝達特
性も非定常となる．この非定常特性を実験的に捉える試みが
行われている(1),(2) が，はく離域では速度場，温度場共に高速
に変動し，しかも挙動が複雑であるため，そのメカニズムを
明らかにするのは容易ではない．そのため，数値計算による
アプローチが期待される． 
 渦法は，流れ場に格子を形成する必要がなく，数値積分主
体の計算で安定性が良いことから，物体まわりのはく離流の
計算にしばしば用いられる．また粘性拡散の考慮法として
Chorin(3),(4) によりランダムウォーク法が，Leonard(5) により
コア拡散法が，Lewis(6) により壁面要素法が，大上ら(7) によ
り拡散速度法が提案されており，渦法により，一般に非圧縮
粘性流れの解析が可能であることが示されている．また，渦
度方程式とエネルギー方程式の相似性を利用し，渦法を熱伝
達の計算に適用する試みも行われている．Smith & Stansby(8) 
は，Vortex-in-Cell 法を用いて円柱まわりの熱伝達を計算し，
レイノルズ数 Re = 23～289，プラントル数 Pr = 0.7 および 7 
において，円柱全面平均ヌッセルト数の時間平均値が実験式
と良く一致することを示した．また Kamemoto & Miyasaka(9) 
は，ビオ・サバール法を用いて，高レイノルズ数（Re = 103

～105）における円柱まわりの熱伝達を計算した．計算負荷
軽減のため渦パネル高さを境界層厚さと同程度とし，壁面熱
要素が法線方向に温度一定という近似が用いられたが，流れ
場への熱輸送量に平行平板計算から求めた補正係数を乗じ
ることで，円柱の全面平均ヌッセルト数の時間平均値が実験
式を良く一致し，ヌッセルト数分布の時間平均値も実験デー
タと良く一致することを示した． 
 本研究では，円柱はく離域の非定常熱伝達特性を数値計算
により明らかにために，上記の Kamemotoら(9) の手法を基に
計算精度の向上を試みた．すなわち，壁面に沿う渦層および
熱層を境界層厚さより十分薄くし，熱層には法線方向に温度
勾配を与えた．また離散化に起因する解の振動を抑えるため，
渦層および熱層は法線方向に２層に分割した．なお本論文で
は，非定常熱伝達の基本的なメカニズムを解明することに主
眼を置き，比較的低レイノルズ数範囲（Re = 200～1000）で

円柱まわりの二次元計算をおこなった． 
 

記  号 
 
 C CD L,  : 抗力係数，揚力係数 
 cp  : 定圧比熱 
 d  : 円柱直径 
 ht  : 熱伝達率 = - ¥& / ( )q T TW  
 Nu  : ヌッセルト数 = h dt / l  
 Nurms  : ヌッセルト数の R.M.S.値 
 Num  : 全面平均ヌッセルト数 
 Pr  : プラントル数 = n a/  
 p  : 圧力 
 &q  : 対流熱流束 
 Re : レイノルズ数 = ¥u d /n  
 T  : 温度 
 T Tw¥,  : 主流温度，壁面温度 
 t  : 時間 
 ~t  : 無次元時間 = ¥t u d/  
 u  : 速度 
 u u¥, 0  : 主流速度，境界層外縁速度 
 ud  : 壁面拡散速度 
 a  : 熱拡散率 
 f  : 前方岐点からの角度 
 G  : 循環量 
 l  : 流体の熱伝導率 = r acp  
 n  : 流体の動粘性係数 
 r  : 流体の密度 
 w  : 渦度 
添 字 
 f r,  : 円柱の前方岐点，後方岐点 
 h  : 熱要素 
 n t,  : 法線方向，接線方向 
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２．計 算 手 法 お よ び 条 件 
 
 2.1 基礎方程式  非圧縮粘性流れのナビエ・ストークス
方程式と連続の式から，以下の渦度方程式が導出される． 

¶w
¶

w w n w
t

grad grad+ × = × + Ñ( ) ( )u u 2 ･･･ （１） 

ここで，渦度wは次式で定義される． 
w = rot u ････････････････････････････ （２） 

また強制対流のエネルギー式は，次式で表される． 
¶
¶

a
T

t
grad T T+ × = Ñ( )u 2 ･･････････････ （３） 

ここで渦度方程式（１）およびエネルギー式（３）をラグラ
ンジュ座標系で表すと， 

d

d t
grad

w
w n w= × + Ñ( ) u 2 ･･････････････ （４） 

d T

d t
T= Ña 2 ･････････････････････････ （５） 

となる．二次元流れの場合，渦度方程式は 
d

d t

w
n w= Ñ2 ･････････････････････････ （６） 

と簡単になる．エネルギー式（５）は渦度方程式（６）と同
形であるため，渦法の渦要素生成と同様な手法で熱要素を導
入し，温度場の解析が可能であると考えられる． 
 
 2.2 ビオ・サバール則  Wu and Thompson(10) により示さ
れているように，渦度の定義式（２）から以下に示すビオ・
サバール則を導出することができる． 

u = ´Ñò w 0 0G dV
V

 

- × ×Ñ + ´ ´Ñò [( ) ( ) ]n u n u0 0 0 0 0 0G G dS
S

･･ （７） 

ここで添字 0は位置 r0  での変数，微分および積分を示し，
n0は境界面 Sの単位法線ベクトルを示す．また，Gはデル
タ関数 d ( )r r- 0  のスカラーラプラス方程式の基本解であ
り，二次元の場合は次式で与えられる． 

G R= -
1

2p
log ･･･････････････････････ （８） 

ここで， R= = -| | | |R r r0  である． 
 式（７）の右辺第１項は流れ場に存在する渦度から誘起さ
れる速度を表し，第２項は物体表面の吹き出しおよび渦分布 
に起因する速度を表す． 
 
 2.3 圧力計算法  圧力ポアッソン方程式は次式で表され
る． 

Ñ = - ×2p rdiv( grad )u u ････････････････ （９） 
またベルヌーイ関数 H は次式で定義される． 

H
p u

= +
r

2

2
･････････････････････････ （10） 

式（９），（10）より，次の積分方程式を導くことができる(11)． 

b
¶
¶

wH H
G

n
dS G dV

S V
+ = - Ñ ´ò ò ( )u  

- × × + × Ñ ´
ì
í
î

ü
ý
þ

òn
¶
¶

wG
t

G dS
S

n
u

n ( ) ････ （11） 

ここで b  は流れ場で 1，物体表面 S  で 1/2 となる定数
で，G  は式（８）で与えられる基本解である．式（11）を
用いると，格子形成をすることなく，直接圧力を計算するこ
とができる． 

 
 2.4 渦要素導入法  図１に渦要素導入の模式を示す．物
体表面に境界層厚さに比べて十分薄い２層からなる渦層を
想定し，接線方向に細かく分割した．また壁面に隣接した第
１層の各要素の中央高さに渦パネルを設置した．渦パネル上
の循環は第１層の各要素内に渦度一定で分布するとした．す
なわち，第１層の各要素内では法線方向に線形の速度勾配を
持つものとした．第１層各要素外縁の法線速度 un  は，連
続の条件および物体表面でのすべりなし条件により，以下の
式で表される． 

u
s

h u h u
ni

i

i t i i t i= -æ
èç

ö
ø÷

+ +1

2 2
1 1 ･･････････････ （12） 

ここで，s  は第１層各要素の外縁長さ，h  は外縁端の高さ，
ut  は外縁端での接線速度である．式（７）および（12）か
ら，次ステップの渦パネル上の循環量を求めることができる． 
 第１層各要素の渦度は， Rayleigh問題として知られる急
発進した平板上の拡散速度 

u
h h

di
i i

=
+ +

11362

1

. n ････････････････････････ （13） 

で外縁から外側に拡散するとし， u uni di+ > 0  の時に，厚さ
h u u dtvor ni di= +( ) ，長さ si ，渦度 wvor i i vor iA h s= +G / ( )  の

矩形渦要素が第１層第 i要素外縁に隣接して生成するとした．
G  は渦パネルの循環量， A  は第１層渦要素の面積である． 
 第２層の各渦要素も，第１層と同様渦度一定とした．各要
素は式（15）を基にタイムステップ毎に法線方向にコア拡散
し，前述の第１層外部に生成した矩形渦要素と共に，一旦誘
起速度に従って移動する．その後，図１に示す第２層各要素
領域において，循環量の再配置を行った．拡散および移動に
より第２層の外側に移動した循環量 DG  は，渦 blobとして
流れ場に放出した．渦 blob 中の渦度分布は，以下の式で与
えた． 

w
p e e

( ) expr
r r

j

j

j
= -

-æ
èç

ö
ø÷

ì
í
î

ü
ý
þ

DG
2

2

････････････ （14） 

ここで，rj，ej  は，blobの中心位置およびコア半径である．

またコア半径 ej  は，タイムステップ毎に以下の式でコア拡

散する． 
d

dt

cj

j

e n
e

=
2

2
･･･････････････････････････ （15） 

ここで，拡散係数 c  は 2.0 である． 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1  Thin vorticity layer and nascent vortex element 

blob

body

u∞∞∞∞

w i

ut  i

h i

si

h i+1

ut i+1

ΔΓ

un i ud i+

2nd layer

1st layer i th element

vortex sheet panel



3 
Copyright © 2000 by JSCFD 

 2.5 熱要素導入法  図２に熱要素生成の模式を示す．物
体表面に温度境界層厚さに比べて十分薄い２層からなる熱
層を想定し，接線方向に細かく分割した．壁面に隣接した第
１層には法線方向に線形の温度勾配を与え，壁面から第１層
への熱流束 &q  はフーリエの法則により求めた． 

&q
dT

dn
c

dT

dn
p= - = -l r a ････････････････ （16） 

ここで n  は壁面の法線方向を表す．壁面から第 i要素に移
動する熱量 Qwi  は次式で表される． 

Q q dt s c
T T

h h
dt swi i bi p

wi i

hi hi
bi= =

-
+ +

&
( ) /

r a 1

1 2
･･･ （17） 

Tw  は壁面温度， T1  は第１層外縁温度， sb  は第１層各要
素の壁面上の長さ，hh  は外縁端の高さである．第１層内で
法線方向に速度勾配一定であるとすると，第 i要素左端から
流入する熱量 Qt i1  および右端へ流出する熱量 Qt i1 1+  は，

それぞれ次式で表される． 

Q c T udt dnt i p

hhi

1
0

= ò r  

= -
-æ

è
ç

ö
ø
÷

1

2
1

2

3
1rc T u h dt

T T

T
p wi ht i hi

wi i

wi

･･･ （18） 

Q c T udt dnt i p

hhi

1 1
0

1

+ =
+

ò r  

= -
-æ

è
ç

ö
ø
÷+ + +

+ +

+

1

2
1

2

3
1 1 1

1 1 1

1
rc T u h dt

T T

T
p wi ht i hi

wi i

wi
（19） 

ここで uht  は第１層各要素外縁端での接線速度である．境
界条件として壁面温度 Tw  または 壁面での熱流束 &q  が
与えられれば，第１層外縁温度 T1  を求めることで式（17）
～（19）を解くことができる． 
 第１層外縁から第２層に流出する熱量 Q12  は 

Q Q Q Qi wi t i t i12 1 1 1= + - + ････････････････ （20） 
である．この熱量は u uhni hd i+  で第１層外縁から流出する
ため，厚さ h u u dtheat hni hd i= +( ) ，長さ shi ，熱量 Q i12  の

矩形熱要素が第１層外縁に隣接して生成するとした．ここで 
uhn  は第１層外縁での法線速度であり， uhd  は第１層外縁
での壁面からの温度拡散速度で，次式で表される． 

u
h h

hdi
i i

=
+ +

11362

1

. a ･･･････････････････････ （21） 

 第２層の各熱要素には，法線方向に半ガウス分布をした温
度分布を持たせた．各要素は式（23）を基にタイムステップ
毎に法線方向にコア拡散し，前述の第１層外部に生成した矩
形熱要素と共に，一旦誘起速度に従って移動する．その後，

図２に示す第２層各要素領域において，熱量の再配置を行っ
た． 
 拡散および移動により第２層の外側に移動した熱量は，熱
blobとして流れ場に放出した．熱 blob中の温度分布は，以
下の式で与えた． 

T r
Q r r

hj

hj

hj
( ) exp= -

-æ
èç

ö
ø÷

ì
í
î

ü
ý
þ

D
p e e2

2

･･････････ （22） 

また，コア半径 ehj  はタイムステップ毎に以下の式でコア

拡散する． 
d

dt

chj

hj

e a
e

=
2

2
･･････････････････････････ （23） 

ここで，拡散係数 c  は 2.0 である． 
 
 2.6 計算条件  レイノルズ数範囲 Re u d= ¥ /n  = 200～

1000 において，円柱まわりの流れおよび熱伝達の計算を行
った．プラントル数は Pr  = 0.71 とし，円柱壁面の分割数
を n = 100，タイムステップを dt  = 0 05. /u d¥  とした．渦

パネル高さは，レイリ境界層の dt  での排除厚さ hp  = 

1136. n dt  とし，渦層第１層および第２層の厚さをそれぞれ 

2 hp， hp  とした．また，熱層第１層および第２層の厚さは

それぞれ 2hhp，hhp  とした．ただし hhp = 1136. a dt  であ

る．円柱表面は無次元温度 Tw  = 1 の等温壁とし，主流温度
を T¥  = 0 とした．また熱層第２層外縁より hhp  外側の位

置に温度参照点を設け，そこでの温度 Tr  と壁面温度 Tw  
間を余誤差関数で外挿し，第１層外縁温度 T1  を求めた． 
 なお計算負荷軽減のため，円柱中心より 2d  以上離れた

渦 blobについては，複数の blobがコア半径の 1/10 以内に
接近した場合，循環が正のものと負のもの別々に統合した．
また熱 blobについては，全領域において，複数の blobがコ
ア半径の 1/5 以内に接近したときに統合した．以上の操作
は，円柱壁面近傍での流れおよび熱伝達の計算結果に影響を
与えない． 
 

３．計 算 結 果 
 
 3.1 平板境界層  本計算手法の妥当性を検証するために，
まず平板層流境界層の計算を行い，速度および温度分布を理
論値と比較した．本計算は任意形状物体まわりの流れに適用
可能であるため，計算条件を円柱計算の場合と同一とし，物
体の形状のみを平板状にした．なお壁面は 66 に等分割し，
１壁面要素の長さが円柱計算の場合と同一となるようにし
た．図３に Re= u L¥ /n = 500 の場合の渦要素分布を示す．

平板が急発進してからの経過時間は ~t = t u L¥ / = 5 であり，

定常状態となっている．また平板上下面には対称な境界層が
形成されている．図４ (a)，(b) に，平板中央（ x L/ = 0.5）
での境界層速度および温度分布を，図５に平板上のヌッセル
ト数分布を示す．本レイノルズ数範囲（ Re= 200～1000）で，

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 2  Thin thermal layer and nascent heat element 

 
 
 
 
 
 
 

Fig. 3  Vortex element distribution around a flat plate 
for Re = 500, ~t = t u L¥ / = 5 
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理論値と良く一致している． 
 
 3.2 円柱双子渦  円柱はく離域の計算の妥当性を検証す
るため，急発進した円柱の初期過程に形成される双子渦内の
速度分布を実験データと比較した．図６ (a) に Bouard & 
Coutanceau(12) による可視化写真を，図６ (b) に，本計算で
得られた流線を，レイノルズ数 Re= 550， ~t  = 2.5 の場合
について示す．はく離点近傍の二次渦に相違が見られるが，
大きな構造は可視化写真と良く一致している．また図７に，
双子渦中心線上（ y = 0）の速度分布を Bouard & Coutanceau 

(12) の測定結果と比較して示す．~t  = 0.5～3 において，本計
算結果は実験データと良く一致している． 
 
 3.3 円柱まわりの流れと熱伝達  図８に， Re= 500 の
抗力係数 CD，揚力係数 CL，全面平均ヌッセルト数 Num  
の時間変化を示す．ここで CD  および CL  は，圧力抗力と
摩擦抗力の和とした． ~t >10  から渦放出による振動が始ま
り， ~t > 35  で周期的になる．CL  は，上下一対の渦放出で
１回振動するのに対し，CD，Num  は上下それぞれの渦放出
で１回振動するため，振動数が２倍になる． 

 図９に，Re= 500， ~t = 52.5 での渦要素分布，流線，およ
び温度分布を示す．円柱背後には渦放出に対応した渦要素の
集団が規則的に配列している．また渦要素が集中している高
渦度領域で流線が大きく曲げられる．また，高渦度領域には
熱要素も集中するため，渦要素分布に対応した高温域が形成
されている． 

 図 10に，Re= 200 のヌッセルト数分布を示す．Nu  は渦
放出が周期的になる 30 60£ £~t  間の平均値とし，Nurms  は
その間の R.M.S. 値である．円柱前方岐点で Nu  は極大と
なり，はく離点に向かって低下する．はく離点のやや後方で 
Nu  が極小となり，そこから後方岐点に向かい上昇する．ま
た，はく離域では渦放出に起因する温度変化にさらされるた
め，Nurms  が大きくなる．Re= 500, 1000 の場合も Re= 200 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) velocity distributions                 (b) temperature distributions 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) flow visualization by Bouard & Coutanceau(12)     (b) calculated stream line 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 8  Time histories of CD , CL  and Num  of a circular 
cylinder for Re = 500 

Fig. 4  Comparison of velocity and temperature distributions in the flat plate
boundary layer with theory for Re = 200, 500 and 1000 at x/L = 0.5 

Fig. 5  Comparison of Nusselt number 
distributions on a flat plate with 
theory for Re = 200, 500 and 1000 

Fig. 6  Comparison of flow structure behind a circular cylinder with
experiment for Re = 550 at ~t = 2.5 
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the wake with experiment for Re = 550 
at y = 0 
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と同様の傾向を示すが， Re が高いほど Nu  の極小位置が
前進し，後方岐点での Nu  の上昇が顕著になる．図 10には，
Krall & Eckert(13) の実験値（ Re= 205），Karniadakis(14) の 
spectral element 法による計算結果（ Re= 200），喜ら(15) の複
合格子系差分法による計算結果（ Re= 218）を比較のため示
した．いずれの計算結果も本計算結果と同様な分布を示すが，
Krall & Eckert の実験値とは，本計算結果が最も良く一致し
ている．本計算結果は，はく離点近傍の 90 130o o£ £f  で実
験データとのずれが大きくなるが，この原因としては，第１
層で仮定している速度および温度勾配一定の条件が成り立
たないこと，または温度参照点と壁面の間の温度分布が余誤
差関数で近似できないことが考えられ，今後検討が必要であ
る． 
 図 11に，全面平均ヌッセルト数の時間平均値を示す．ま
た比較のため，Kramers(16) ，McAdams(17) ，Douglas & 
Churchill(18) の実験式も示した．本計算結果は実験式と良く
一致しているが，Re が高くなるほど実験式との差が大きく
なる傾向がある．これは，Re が高くなると流れの三次元性
の影響が大きくなるためと考えられ，さらに高レイノルズ数
範囲の熱伝達現象を正確に計算するためには三次元計算が
必要となる． 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Fig. 10  Nusselt number distribution around a circular cylinder 

for Re = 200 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 11  Overall averaged Nusselt number of a circular cylinder 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) at f = 92o  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(b) at rear stagnation point (f = 180o ) 

Fig. 12  Time histories of of Nu , -un  and ut  for Re = 500 
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Fig. 9  Flow pattern around a circular cylinder for Re = 550 at 
~t = 52.5 
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４．円柱はく離域の熱輸送機構 
 
 図 12に，ヌッセルト数 Nu，壁面近傍（渦層第１層外縁）
での法線速度  -un ，接線速度  ut  の時間変動波形を，
f = 92o  および  180o  において示す．層流域である 

f = 92o  では，はく離せん断層の振動と同期して，諸量はい
ずれも渦放出周波数で振動する．また，接線速度 ut  が大き
いときに上流から低温の流体が多く流入し，ヌッセルト数が
上昇する．後方岐点 f = 180o  では，上下それぞれのはく離
せん断層からの渦放出の影響を受け，法線速度およびヌッセ
ルト数は渦放出の２倍の周波数で振動する．そして -un  が
極大の時，すなわち後方から低温の流体が多く流入する時，
ヌッセルト数が極大になる．また，ヌッセルト数の変動は層
流域に比べ非常に大きくなる． 
 円柱はく離域での非定常熱伝達の機構を明らかにするた
め， ~ .t = 05  毎の円柱まわりの温度分布変化を図 13に示す．
図中には，循環の向きおよびそれによって誘起される流れ方
向を矢印で示した．~ .t = 505  では，円柱背後に形成された一
対の循環により，低温の流体が後方岐点に流入し，図 12に
示すように f = 180o  で -un  が極大になると共にヌッセ
ルト数が極大になる．また時間と共に上下の循環の位置が変
化し， ~ .t = 515  では低温の流体の流入位置が上方に移動し，
f = 150o  付近で熱伝達が上昇するが，f = 180o  ではヌッセ

ルト数が極小になる．また， ~ .t = 52 5  には ~ .t = 505  の分布
を上下反転させた形となるため，再び f = 180o  でヌッセル
ト数が極大になる．一連の図より，はく離域での熱伝達変動
は，円柱背後に形成された一対の循環の運動により引き起こ
されることがわかる．図 14には，はく離域の熱伝達分布の
時間変化を示す．後方から低温の流体が流入することにより
形成される高熱伝達域が，後方岐点を中心に，時間と共にジ
グザクに移動していく様子がわかる． 
 

５．結  論 
 
 渦法に熱要素を導入することで，強制対流熱伝達の計算に
拡張し，円柱まわりの非定常熱伝達の二次元数値解析を行っ
た．レイノルズ数範囲は Re= 200～1000，プラントル数は 
Pr = 0.71 である． 
１．本計算で得られた円柱まわりのヌッセルト分布の時間平
均値および全面平均ヌッセルト数の時間平均値は，本レイノ
ルズ数範囲で実験データと良く一致し，本計算手法の妥当性
が示された． 
２．円柱背後に形成される一対の循環により逆流が誘起され，
後方の低温の流体が円柱背面に流れ込むことが，はく離域で
の熱伝達を高める原因になっていることが，本計算により明
らかになった．渦放出に伴い，円柱背後の循環が上下に運動
するため，それと共に高熱伝達域は後方岐点を中心に上下に
移動する． 
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