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It takes a lot of time to solve Poisson equation in analysis of incompressible flows and calculate discrete nabla operators, 
which are used for nabla operation in GSMAC FEM. This paper aims to shorten the calculation time dramatically by 
studying the architecture of the dedicated computer for discrete nabla operators needed many times in solving Poisson 
equation by GSMAC FEM, considering the speed of providing the data for the calculations, which depends on the speed of 
memory and the order of providing the data, the way to calculate discrete nabla operators and the structure of floating 
point adders and memory buffer registers.     

１．緒言 似法を用いてラプラスの逆演算子を計算し，速度と圧力の同 
時緩和法によって解かれる．具体的な計算方法については以 大規模流体解析には膨大な計算時間を要する．本研究では

GSMAC-FEM の専用ハードウェア化を検討することにより

流体解析の高速化を目指す．GSMAC-FEM で用いられる離

散ナブラ演算子を用いた演算部分のハードウェア化の検討を

行った． 

下のとおり．（Fig2） 
 
 
 
  
 ２．GSMAC 有限要素法における Hot Spot 
  GSMAC-FEM を用いた計算において，計算負荷の高い個

所を重点的に高速化するため，計算負荷の高い個所を調べた．

例として三次元正方キャビティ強制対流を以下の計算条件に

ついて計算した．但しいずれの場合も，時間刻み 5.0×10-3

最大繰り返し回数 500 回 収束判定基準 1.0×10-3である． 

 

  
①レイノルズ数 100 時間ステップ数 200 回   
②レイノルズ数 100 時間ステップ数 50 回   
③レイノルズ数 1000 時間ステップ数 200 回   
④レイノルズ数 1000 時間ステップ数 50 回  
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Fig.1 The rate of Poisson equation in GSMAC FEM 
 

レイノルズ数が低いほど，Poisson 方程式の繰り返し回数

は増加し，したがって Poisson 方程式の計算時間の占有割合

も増加する．また時間ステップの増加にともない定常状態に

近づくため，次第に Poisson 方程式の繰り返し回数は減少し，

従って計算時間の占有割合も減少する．いずれの場合も全体

の計算時間の中で Poisson 方程式の占有割合が圧倒的に多い

事が分かる．（Fig.1）従って本研究に於いては Poisson 方程

式の高速化に主眼を置いて取り組むことにした． 
 
３．Poisson 方程式 
 
 GSMAC 有限要素法において Poisson 方程式は，優対角近 
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４．離散ナブラ演算
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 成分 を表示すると以下の様に表示される． ijA 
４．１．１ 基底ベクトルと逆基底ベクトル 

ς∂
∂

ς∂
∂

η∂
∂

η∂
∂

= zy

zy

A11  

ξ∂
∂

ξ∂
∂

ς∂
∂

ς∂
∂

= zy

zy

A12  

η∂
∂

η∂
∂

ξ∂
∂

ξ∂
∂

= zy

zy

A11   物理空間における基底ベクトルは（ｉ，ｊ，ｋ）でこれら

は互いに直交する単位基底ベクトルである．よってｉ，ｊ，

ｋから作られる逆基底ベクトルをｉ＊，ｊ＊，ｋ＊ とすれば 

ｉ＊＝
kji

kj
×⋅
×

＝ｉ 

ς∂
∂

ς∂
∂

η∂
∂

η∂
∂

= yy

yy

A11  

ς∂
∂

ς∂
∂

η∂
∂

η∂
∂

= yy

yy

A11  

ς∂
∂

ς∂
∂

η∂
∂

η∂
∂

= yy

yy

A11  
ｊ＊＝

ikj
ik
×⋅
×

＝ｊ 

ｋ＊＝
jik

ji
×⋅

×
＝ｋ 

ς∂
∂

ς∂
∂

η∂
∂

η∂
∂

= yy

yy

A11  

ς∂
∂

ς∂
∂

η∂
∂

η∂
∂

= yy

yy

A11  

ς∂
∂

ς∂
∂

η∂
∂

η∂
∂

= yy

yy

A11  
となる．つまりｉ＝ｉ＊，ｊ＝ｊ＊，ｋ＝ｋ＊となり逆基底ベ

クトルは基の基底ベクトルに等しい． 
  計算空間における基底ベクトルは各座標軸に接する接ベク

トルである．これは ４．１．３ 変数変換 
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ij

i

xx ξ∂

∂

∂

ξ∂
=

∂

∂
 つまり， i

i

ξ∂

∂
ξ∇=∇ )(  11 ξ∇=g  ， g  ， g  22 ξ∇= 33 ξ∇=

を考える．これは計算空間における逆基底ベクトルになって

いる．すなわち関係式 
ji

j

i x
x

∂

∂

ξ∂

∂
=

ξ∂

∂
 つまり，

ji

j

i x
x

∂

∂

ξ∂

∂
=

ξ∂

∂ )(  

i

kii

kj

kji

kj
g

ggg
gg

rrr

rr

i =
×⋅

×
=

ξ∂

∂
×

ξ∂

∂
⋅

ξ∂

∂
ξ∂

∂
×

ξ∂

∂

=ξ∇  
が成立する．ここで∇とヤコビの行列をＪとすれば 

i
i

ξ∂

∂
=∇ g  

jii x∂
∂

=
ξ∂

∂ g  
ikji

kj

kji

kj

i g
ggg

ggr
=

×⋅

×
=

ξ∇×ξ∇⋅ξ∇

ξ∇×ξ∇
=

ξ∂

∂  

のようになる． が成立する．ただし i ， j ， k =1， 2， 3 とする．計算空

間における基底ベクトル は曲線 に接し，計算空間にお

ける逆基底ベクトル は面 ＝const に垂直となる． 
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４．２ 離散ナブラ演算子 
 関数 ( )xφ をある節点 I における近似値 と形状関数iφ
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ここで離散ナブラ演算子の定義は 
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である．つぎに離散ナブラ演算子の近似について述べる． 
まず，形状関数のこう配を計算空間から物理空間に変換する． 

ς∂
∂

+
η∂

∂
+

ξ∂
∂

=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇

a3a2a1

aaa
a

NNN
z

Nk
y

Nj
x

NiN

ggg
 

 
の様に表されて，逆基底ベクトルの関係式より 
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ここで はヤコビアンＪの余因子行列である． ijA
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４．４ こう配ベクトルの保持方法 
 ４．３で述べたようにこう配ベクトルは余因子ベクトルか

ら生成するのが望ましいことが分かった．ここでは，こう配

ベクトルをナブラ演算が出で来る度に余因子ベクトルから逐

次生成する場合と，最初に一度だけ余因子ベクトルからこう

配ベクトルを生成しておきメモリにためておく場合で，どち

らが計算時間の短縮が可能であるかを検討した．三次元正方

キャビティイ強制対流問題をレイノルズ数 100，時間ステッ

プ 50，最大繰り返し回数 500，収束判定基準 1.0×10-3，時間

刻み 5.0×10-3 の条件のもとに計算し，以下の計算時間の比較

を行った． 
 
① 余因子ベクトルからこう配ベクトルを逐次生成する方

法 
の様に表す事が出来る． ② こう配ベクトルを最初に一度だけ計算させる方法 

 ここで は基底ベクトルの張る面積であり余因子

ベクトルという．つまり，離散ナブラ演算子はそれぞれの余

因子ベクトルを計算空間の方向成分に分解してその分解した

成分ごとに和を取ったこう配ベクトルを要素体積で割ったも

のになっている．実際の計算では計算の効率化のためナブラ

演算を行う際にはこう配ベクトルを多用するので以下ではこ

う配ベクトルの生成について議論する． 

ekj gg >×<
Table.4 The comparison of calculation time 

 Time[s] 
① 599.05 
② 723.07 

Table.4 に示すように余因子ベクトルからこう配ベクトルを

逐次生成させる方法が，一度だけこう配ベクトルを計算して

メモリにおいておく方法よりも計算時間が短縮されている．

これはメモリアクセスにかかる時間と計算にかかる時間に由

来していると考えられる．現在，計算の速度は高速化されて

いるが，それに対してメモリアクセスの速度は高速化されて

いるとは言いがたい．この問題においても，方法①は一要素

のこう配ベクトルを計算するために余因子ベクトルをメモリ

から取ってくるが，余因子ベクトルは一要素当たりこの場合

９データ存在するため，９データをメモリから取ってくる必

要がある．それに対し方法②では，こう配ベクトルを直接メ

モリから取るだけであるが，この場合こう配ベクトルは一要

素当たり２４データ存在するため，２４データをメモリから

取ってこなければならない．このメモリアクセス回数の違い

が Table.4 に示す計算時間の違いの原因と考えられる． 

 
４．３ こう配ベクトル生成の入力 
 こう配ベクトルを生成する際に考えられる入力は座標，物

理空間の座標を計算空間の座標で微分した値，余因子ベクト

ルの 3 種類がある．これら 3 種類を六面体一要素のこう配ベ

クトルを生成する際に必要な，データ数，メモリアクセス回

数，演算回数の視点から比較して，一番負荷が低い入力を決

定した．（Table1，Table2，Table3） 
Table.1 The number of data 
 データ数 

座標値 24 
微分値 9 

余因子ベクトル 9 
したがって，本研究においてこう配ベクトルの専用ロジック

を検討する際，余因子ベクトルから逐次生成する方法を採る． 
 

Table.2 The number of access to memory 
  メモリアクセス回数 

座標値 216 
微分値 108 

余因子ベクトル 36 

５．データの保持精度 
 本研究においてこう配ベクトルの専用ロジックを検討する

際に，データ精度を倍精度か単精度にするかを決定するため

に，3 次元正方キャビティ内強制対流問題を解きその Poisson
方程式の繰り返し回数の変化及び計算時間を参考にした．な

お，流体の数値計算において必ずしも，どちらのデータ精度

が良いと断言する事は不可能である．ここで述べる結果は，

本研究において専用ロジックを検討するさいのデータ精度を

決定するためだけである事を言及しておく．調べた問題の計

算条件は以下の通り． 

 
Table.3 The number of calculations 

演算回数  
加算 乗算 反転 

座標値 168 36 12 
微分値 60 36 12 

余因子ベクトル 24 0 12  
 ①レイノルズ数 100 単精度 時間ステップ 50 
Table.1，Table.2 において明らかなように余因子ベクトルが

データ数，データ参照回数ともに負荷が軽い．Table3 に於い

て反転とは符号の反転のことである．こう配ベクトルの対称

性を利用できるのでこう配ベクトルは一要素当たり 12 成分

の計算で符号反転して 24 成分計算することが可能である．

Table3 からも余因子ベクトルから生成する方法が，一番計算

負荷が軽いことが分かる．本研究においては三次元六面体要

素を検討したので，これよりどの項目に於いてもこう配ベク

トルは余因子ベクトルから生成する方法が，比較的効率がよ

いと言える．従って余因子ベクトルを入力としたこう配ベク

トル生成演算器構成について考えた． 

②レイノルズ数 100 倍精度 時間ステップ 50 
③レイノルズ数 1000 単精度 時間ステップ 50 
④レイノルズ数 1000 倍精度 時間ステップ 50 
⑤レイノルズ数 100 単精度 時間ステップ 200 
⑥レイノルズ数 100 倍精度 時間ステップ 200 
⑦レイノルズ数 1000 単精度 時間ステップ 200 
⑧レイノルズ数 1000 倍精度 時間ステップ 200 
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 Fig.3 The change of the calculation time 
 Fig.3 から分かるように計算時間については圧倒的に倍精

度のほうが長くかかった．一方，この問題においては倍精度・

単精度いずれの場合でも Poisson 方程式の繰り返し回数の変

化はほとんどなかった．ここで注意すべきはこの結果はあく

まで一つの例に過ぎず，これから一概にすべての問題につい

て単精度で十分な精度であるというわけではない．しかし本

研究においては計算の高速化が最大の目標であるため，演算

器構成を検討するにあたりデータの精度を単精度にすること

に決定した． 

 

 
６．こう配ベクトル専用ロジックのアーキテクチャの検討 
 今回は三次元六面体要素に於いてこう配ベクトルを計算す

ることを想定しアーキテクチャの検討を行った． 
 
６．１ 前提条件 
 まずアーキテクチャを検討するに当たり前提条件を決めた． 
・浮動小数点加算器は 4 章より 32bit のものを使用し，その

動作周波数 300MHz，パイプラインは 3 段設ける．こう配

ベクトルは余因子ベクトル（一要素当たり 9 データ）の 2
回の加算によって得られるため浮動小数点加算器を 2 個使

用した構成にする． 
・また，演算器構成と合わせてデータ供給についてもメモリ

に SDRAM を想定し，その動作周波数は 100MHz とし，

RAS to CAS Latency を 2clk，CAS Latency を 2clk，Burst 
Length を 8 とした． 

・ 
６．２ アーキテクチャ 
 本研究で一番懸念される事はメモリからのデータ供給が計

算のスピードに対して十分間に合うかどうかにある．この点

を解消するためには，データの供給方法の検討が必要である．

今回はレジスタファイルを 2 つ用意することによりメモリか

らデータを読み込む作業と演算を同時に行うことが可能とな

る構成を考えた．また，こう配ベクトルの一成分は余因子ベ

クトルの２回の浮動小数点加算によって算出される事から，

浮動小数点加算器を２つ設置した．このような構成を取る事

により，ある要素のこう配ベクトルを計算している間に，次

のこう配ベクトルの生成に必要な余因子ベクトルをもう一方

のレジスタファイルに持ってくる事が可能となる．つまり，

演算がデータ供給のために妨げられる事が無くなる．この演

算器構成を Fig.4 に示す．Fig.4 のような演算器構成であれば

データ供給が充分に行われることが可能である．なお，５．

１で前述した条件において，この専用ロジックの理論ピーク

性能は 0.5Gflops(Floating Operation Per Second )である． 
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Fig.4 The architecture
 
７．Poisson 方程式の高速化

 前述したとおり GSMAC-F
し計算に多くの計算時間が必

時間がかかる要因を挙げ，そ

ソフトウェア上での高速化の

 計算時間のかかる要因とし

えられる．まず一点目は要素

る点である．これは SDRAM
事がわかる．そして二点目は

によって修正する場合に rea
行う点にある．この read m
必要なデータを読み出してき

う動作であるが，その次の処

要になる場合，この動作が終

する事が出来ない．その結果

 この２点について以下の７

述べる．さらに，高速化のた

を検討した．この詳細につい

 
７．１ 高速化の検討Ⅰ 
 計算時間が多くとられる個

りの接点を参照することがあ

修正速度ポテンシャルによっ

前述した read modified wri
る．この修正速度ポテンシャ

程を Fig.5 に示す． 
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operators and memory 

けての検討 
は Poisson 方程式の繰り返

とされる．ここでは，膨大な

に対する検討・改良案，及び

みについて述べる． 
，大きく分けて二点あると考

ら接点をランダムアクセスす

いうメモリ構造上不利になる

速度を修正速度ポテンシャル

odified write という動作を

fied write とはメモリ上から

それを修正して書き戻すとい

にこの修正されたデータが必

るまではその次の処理を開始

くの計算時間が必要となる． 
１でそれぞれの詳細について

に Poisson 方程式の計算順序

は７．２において述べる． 

として，要素からその要素回

．これは具体的には，速度を

修正する個所において生じる．

も同じ個所において生じてい

により速度を修正していく過
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Fig.6 The access from an element to nodes 
 速度を修正していく際に，まず要素番号の順に修正してい

く．速度は接点で定義されているので一つの要素について，

その要素を構成する接点数分だけ修正することになる．例と

して Fig.5 に示す 2 次元四角形要素について説明する．要素

番号１では接点番号①②④⑤で定義されている速度について

修正する．この時，接点番号は必ずしも連続的ではないため

メモリアクセスに時間がかかってしまう．さらに要素番号 1
に関する修正が終了した後，要素番号２に関する修正を行う．

要素番号２では接点番号②③⑤⑥において定義されている速

度について修正する．この時，接点番号②③では，前の要素

番号 1 の処理が完了しないと修正する事は出来ない．つまり，

要素番号１における修正により接点番号②③の速度が修正さ

れてメモリに書き戻された後でなければ，要素番号２におけ

る接点番号②③の修正はできない．このために要素番号２に

おける処理は要素番号１における処理が完了するのを待たな

くてはならない状況にある．この以上の２点を解決するため

に別の速度修正方法を検討した． 
 まず速度を修正する際に必要となってくるのは接点で定義

された速度と，要素中心で定義された修正速度ポテンシャル

である．つまり，接点定義と要素定義のデータが必要になる

限りメモリのランダムアクセスは不可避である．そこで少な

くとも read modified write という，前の処理が終了するの

を待たなくては次の処理が始められない状態を回避する方法

について検討した．前述の方法では要素中心に処理が行われ

ている．これにより任意の接点における速度の修正が一度に

行われず，複数要素にわたって修正される事になり結果的に

一接点について何度か速度を修正してメモリに書き戻さなく

てはならない．そこで，接点中心に処理を進めて行く方法に

ついて検討した．例として Fig.7 に示す二次元四角形要素に

ついて説明する．Fig.7 に示すように接点を中心にして計算し

て行く．接点番号①で定義された速度を修正するために要素

番号１で定義された修正速度ポテンシャルをメモリから読み，

計算を行う．次に接点番号②で定義された速度を修正するた

めに要素番号１，２で定義された修正速度ポテンシャルをメ

モリから読み，計算を行う．この様にして計算を実行させる

と境界ではない接点番号⑤の速度を修正するため，要素番号

１，２，３，４の修正速度ポテンシャルを読み計算する．つ

まり，任意の接点で定義されている速度を修正するためには，

その接点の衛星要素において定義されている修正速度ポテン

シャルをメモリから読み，計算を行う．この際現在採られて

いる要素中心で計算する方法と比較して，この方法は修正し

た速度を書き戻すのを待たずして次の処理を開始できる点が

大きな利点として上げられる． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.7 The connection between nodes and elements (2) 

 
 
 
 
 
 
 

 
Fig.8 The access from a node to elements 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
７．２ 高速化の検討Ⅱ 
 ここではさらに Poisson 方程式の計算時間の短縮を図るた

め検討した方法について述べる．Poisson 方程式の繰り返し

計算でナブラ演算が多用されるのは前述の通りである．この

ナブラ演算は，余因子ベクトルから逐次生成されるこう配ベ

クトルによって計算されている．ここではこう配ベクトルと

いう形態をとらずに，直接余因子ベクトルを Poisson 方程式

のナブラ演算に使用する方法について検討した．例として２

次元四角形要素の場合について説明する． 
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Fig.9 The calculation space 
 
 二次元四角形要素についてこう配ベクトル C が算出される

過程について述べる．まず各物理空間座標値から決定される

余因子ベクトル は以下の式で決定される． A
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 この様にして計算された余因子ベクトルを使用して，こう

配ベクトル C は以下の様に表示される． 

iii

iii

22A21Ay
12A11Ax

η+ξ=

η+ξ=

C
C
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 ① 

 
2 
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3 

 

② 

⑦ ここで ξ は計算空間における座標値を示している．また

i=1,2,3,4 でありこれは計算空間の各接点番号に対応している．

こう配ベクトルを用いて速度の発散は以下の様に表示される． 

ii η,

( )∑ +=
=

4

1i
iiii vyuxDiv CCv  

ここで，この発散の式をこう配ベクトル C と速度を用いて表

示するのではなく直接余因子ベクトルを用いて表示すると 
( ) ( )

( ) ( ) 22Avvvv21Avvvv
12Auuuu11AuuuuDiv

43214321

43214321

++−−+−++−+

++−−+−++−=v
 

③ 



Table.5 The number of floating operations needed for 
gradient vector of one element 

となる．これらの 2 式は全く等価である．余因子ベクトル

から直接発散を計算する方法の利点については二つ考えられ

る．第一に，余因子ベクトルをこう配ベクトルという形式を

とらずに直接，発散の計算に使用することにより演算数が減

少し，こう配ベクトルの算出時間の短縮が可能となる．第二

に，速度をまとめてメモリからデータを読み出してそれを使

用して各方向二回ずつ演算を行うためメモリアクセス負荷が

軽くなる事が考えられる． 

Calculation 
Type 

Floating 
point add 

Floating point 
multiple 

① 71 24 
② 71 9 

 
 以上の事項を踏まえて速度の発散の専用 Logic を検討した

場合の応答時間を，パラメータを用いて検証する．余因子ベ

クトルからこう配ベクトルを計算して速度の発散を求める方

法①と，余因子ベクトルから直接速度の発散を計算する方法

②について浮動小数点演算器を用いて計算した場合の計算時

間を式で表示する．浮動小数点加算器，浮動小数点乗算器を

一つずつ仮定してそれぞれの応答時間を m，n とおく．３次

元六面体要素１要素あたりの速度の発散を求める際にかかる

計算時間を方法①，方法②についてそれぞれ とおくと，

以下のように表示される．但しこの場合は，データは理想的

に与えられるものとし，パイプラインは設けていない． 

21 tt ,

 さらに第一の利点について，検討を加える．なおこの検討

は三次元六面体要素について行う． 
まず以下のそれぞれの方法について，余因子ベクトルから 1
要素当たりの速度の発散を求めるまでの総演算回数について

検討した． 
 
 
方法 
① 余因子ベクトルからこう配ベクトルを計算し，こう配ベ

クトルから速度の発散を求める方法 
② 余因子ベクトルから直接速度の発散を計算する方法 n24m71t1 +=   

n9m71t 2 +=  具体的に行われる計算 
① このように表示されるのは Table.5 からの演算数がそのまま

反映されている形になっていることが分かる．したがって余

因子ベクトルを直接速度の発散の計算に使用する方法②はソ

フトウェア上でも十分な高速化が見られた上，今後のPoisson
方程式全体を視野に入れた専用ロジックの検討に有効である

といえる． 

（ⅰ）こう配ベクトルの計算 
 まず余因子ベクトル からこう配ベクトル C
を計算する． 

A iii zyx C,C,
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のように表示できる．  
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 （ⅰ）速度の計算 
  余因子ベクトルから直接計算をする場合には，計算空間で

の座標値を考慮して，一要素回りに存在する８接点で定義さ

れた各方向速度について加算を行う． 
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 （ⅱ）速度の発散の計算 
  余因子ベクトル と（ⅰ）で求めた値を利用して速度の発

散は 
A
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の様に表示できる．  
  
以上の具体的な計算式からそれぞれの方法で１要素の速度の

発散を求める際に，加算，乗算の回数を Table.8 に示した． 
 


