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Various transport coeÆcients occurring in the uid-dynamic type equations that describe the density and tem-
perature distributions in a gas at rest in the continuum limit (the limit where the Knudsen number vanishes) are
considered in the case of a binary mixture of hard-sphere gases. The database that provides the numerical values
of these coeÆcients immediately for an arbitrarily speci�ed state of the mixture is constructed by solving the
corresponding integral equations numerically. The database makes the uid-dynamic type equations applicable
to practical problems.

1. はじめに

古典流体力学によれば，圧力一定で静止した気体 (例え
ば，外力が働いていない場合の任意の壁面温度分布をもつ
静止した容器内の気体)中の温度場は，定常な熱伝導方程
式によって記述される．しかし，古典流体力学が成り立つ
と考えられている連続体極限 (Knudsen数!0; Knudsen

数は気体分子の平均自由行程と系の代表長の比)において
も，実は熱伝導方程式は正しい温度場を与えない．これ
は，連続体極限で消滅する気体の希薄化効果による流れ
が，この極限の温度場に有意の影響を与えることによる．
曾根らは，Boltzmann方程式の系統的漸近解析により，こ
の事実を指摘するとともに，温度場を正しく記述する流体
力学的方程式・境界条件を導いた [1]．また，この効果は
幽霊効果（ghost e�ect）と名付けられた．（文献 [2]-[4]参
照．）これはその後，高田・青木により二成分混合気体に
対して拡張された [5]．すなわち，Boltzmann方程式の系
統的な漸近解析により，連続体極限における静止した混合
気体中の温度・密度分布を正しく記述する流体力学的方程
式とその境界条件が形式的に導かれ，混合気体における幽
霊効果の要因が明らかにされた．
上述の流体力学的方程式には，様々な輸送係数（粘性

係数，拡散係数など）が含まれる．これらは，Boltzmann

方程式の衝突積分作用素を用いて定義される積分方程式
の解およびそれらに衝突積分を施して得られる関数をさ
らに積分することによって得られる．輸送係数は一般に，
混合気体の局所的温度・密度および各成分気体の局所的濃
度の関数であるが，特に濃度依存性を陽な形で求めること
ができない．しかし，これが分からないと，流体力学的方
程式を具体的問題に応用することができない．これが混合
気体におけるやっかいな点である．
空間一次元問題の場合 [6][7]，解析に必要な輸送係数は，

粘性係数，熱伝導係数，熱拡散係数，相互拡散係数として

知られるものである．これらは従来，上述の積分方程式
の，Sonine多項式展開の初項のみ（場合によっては数項）
を用いた近似解に基づいて求められていた [8]．しかしこ
の方法による輸送係数の精度は曖昧である．そこで最近，
柴田は剛体球分子に対して，Sonine多項式展開を用いず，
積分方程式を直接数値解析し，その数値解を積分すること
によって上述の四つの輸送係数を精確に求めた [9]．そこ
では，これら輸送係数の成分濃度の関数としての関数形を
数値的に構築している．
一方，多次元問題を解析する場合，先の輸送係数だけで

は不十分で，さらに熱応力項の係数，濃度応力項の係数が
必要となる．そこで本研究では，これらの係数を（成分濃
度の関数として）精確に求めることを試みる．
濃度関数形の構築については，様々な濃度に対して輸送

係数を求めそれらの補間等で関数形を近似する方法が考
えられるが，本研究では，文献 [9]同様の方法を採用する．
すなわち，輸送係数を濃度についてのべき級数で展開し，
その展開係数を求めて保存することにより，データベース
を構築する．さらに，これと文献 [9]のデータベースを用
いて，局所濃度に対する全輸送係数の値を与えるプログラ
ムを作成する．これにより，文献 [5]の流体力学的方程式
を具体的問題に応用することができる．
まず，第 2節では，文献 [5]の流体力学的方程式，及び

その中に含まれる様々な輸送係数を求めるための方程式
を示し，第 3節で数値計算の為の予備的解析を行う．第 4

節では，輸送係数の濃度関数形の数値的構築方法として濃
度によるべき級数展開を導入する．輸送係数を求める計算
は Boltzmann方程式の衝突積分項を扱う複雑な積分計算
を含む．その数値計算法を第 5節で示す．第 6節ではその
結果を，柴田により求められている輸送係数と合わせて示
し，計算精度についても吟味する．
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2. 問題と基礎方程式

まずはじめに次の基準量を導入する；L0 :系の代表長，
T0 :基準温度，n0 :基準分子数密度，p0(= kn0T0) : 基準
圧力，m0 :基準分子質量，d0 :基準分子直径．ここで，k
は Boltzmann定数である．

文献 [5]では，まず以下の仮定 i)，ii)のもとで，Boltz-
mann方程式（二成分混合気体）の Knudsen数が小さい
場合の系統的漸近解析を行い，次にそれをもとに連続体極
限における気体の定常的振舞を記述する流体力学的方程
式・境界条件を導出している．

i) 各成分気体は剛体球分子気体ある．

ii) 気体の流れのマッハ数が Knudsen数程度 [O(Kn)]で
ある．

ここでで，Knは Knudsen数で，直径 d0の分子からなる
気体が，数密度 n0の静止平衡状態にあるときの平均自由
行程 l0 (= 1=[

p
2�d20n0])を用い，l0=L0で定義される．特

に，Kn!0を連続体極限と呼ぶ．仮定 ii)は，連続体極限
で気体が静止することを意味する．この仮定は，静止した
通常の境界まわりの混合気体，あるいは静止した凝縮相ま
わりの蒸気と非凝縮性気体の混合気体（無限領域の場合
には，無限遠で気体は静止しており，圧力は一様とする）
において満たされるものである [5]．

以下の文中や式中で現れる「�気体」なる表現や �な
る添え字は，Aまたは Bを表すものとする．また，以後，
特に断りのない限り

X
�

は
X

�=A;B

を表すものとする．

2.1 流体力学的方程式

空間直交座標を Xi，�気体分子の質量と直径をそれぞ
れ m� ，d�m ，とする．さらに連続体極限（Kn!0）での
�気体の数密度を n�，密度を ��，圧力を p�，混合気体
全体の数密度を n，密度を �，圧力を p，温度を T とする．
ここで，次のような無次元変数を導入する．

xi = Xi=L0; m̂� = m�=m0; d̂�m = d�m=d0;
n̂� = n�=n0; �̂� = ��=�0; p̂� = p�=p0;
n̂ = n=n0; �̂ = �=�0; p̂ = p=p0;

T̂ = T=T0;

9>>=
>>; (2.1)

文献 [5]で導出された流体力学的方程式 (境界条件は除
く)を無次元変数で書き下すと，
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A
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2
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= 0; (2.5)

�Ai � �Bi = � T̂
1=2

n̂

D̂AB

XAXB

 
@XA

@xi
+ kT

@ ln T̂

@xi

!
: (2.6)

ここで，

Aij = Aij +Aji � (2=3)AkkÆij : (2.7)

これらの変数の間には,

p̂� = n̂�T̂ ; p̂ =
X
�

p̂�; �̂� = m̂�n̂�;

�̂ =
X
�

�̂�; n̂ =
X
�

n̂�; �̂�i =
X
�

�̂���i ;

9>>=
>>; (2.8)

の関係がある．さらに，X�は数密度で定義される各成分
気体の濃度を表し，

X� = n̂�=n̂; (
X
�

X� = 1): (2.9)

式中の ��i ，�は連続体極限では現れない関数で，物理
的には次の意味をもつ．今，0< Kn�1の場合（連続体極
限近傍）を考え，このときの各成分気体の流速を v�i ，混
合気体の圧力を p0とし，� = (

p
�=2)Knとおくと，v�i ，p

0

は，

(2kT0=m0)
�1=2v�i = ��i �+O(�2)，

p0=p0 = p̂+ p̂��+��2 +O(�3)，

)

と表される (p̂�はやはり定数で，問題によって決まる)．す
なわち，��i は流速の �展開の 1次の係数，�は圧力の �

展開の 2次の係数である．従って，連続体極限 (�! 0)で
は v�i ! 0，p0=p0 ! p̂となり，��i ，�はこの極限では物
理的意味を持たない．(2:2)よりこのとき気体は圧力一定
で静止する．第 1節冒頭でも述べように，曾根らは単成
分気体に対する Boltzmann方程式の系統的漸近解析を行
い，圧力一定で静止した気体を考えたとき古典流体力学か
ら導かれる熱伝導方程式では温度場を正しく記述できな
い（幽霊効果）ことを指摘するとともに，正しい流体力学
的方程式・境界条件を導いた．(2.2)-(2.6)の方程式はこれ
を二成分混合気体へ拡張したもので，連続体極限では現れ
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ない物理量 ��i ，�（幽霊）が，その極限での物理量に影
響を及ぼす幽霊効果を正しく記述するものである．
また，方程式中に現れる �̂，�̂，kT，D̂AB，�̂1，�̂2，�̂3，

�̂4，�̂5 は (m̂A, m̂B)，(d̂Am, d̂
B
m)に依存する濃度 XAの

関数である．特に �̂，�̂，kT，D̂AB はそれぞれ，粘性係
数，熱伝導係数，熱拡散比，相互拡散係数として知られて
いる輸送係数に対応し，後述の (2:10)-(2:12)の積分方程
式の解を積分することで求められる．柴田は (2:10)-(2:12)

の積分方程式を解く際，Sonine多項式展開を用いてその
初項（あるいはせいぜい数項）で打ち切る従来からの方法
[8]によらず，直接数値的に解くことで精確な輸送係数を
求めた．これにより，従来の Sonine多項式展開を用いた
方法の精度も検証された．一次元定常問題は，柴田によっ
て求められた �̂，�̂，kT，D̂AB のデータを数値計算に組
み込むことで解析することができる．しかし，多次元定常
問題を扱う場合には上記の係数の他に熱応力項や濃度応
力項の係数 �̂1，�̂2，�̂3，�̂4，�̂5が必要となる．

2.2 輸送係数を求める方程式系
まず関数A�(�)，B�(�)，D(�)�(�)を導入する．ここで

独立変数 � はベクトル �= (�1; �2; �3)の長さ，すなわち
� = (�2i )

1=2である．これらは次の積分方程式の解として
定義される.
　X

�

K̂��X� ~L��[�iA
�; �iA

�] = ��i(m̂��2 � 5

2
); (2.10a)

付帯条件 :
X
�

m̂�X�I�4 (A
�) = 0: (2.10b)

　 X
�

K̂��X� ~L��[cijB
� ; cijB

�] = �2m̂�cij ; 　 (2.11a)

cij = �i�j � 1

3
�2Æij : (2.11b)

　

X
�

K̂��X�X� ~L��[�iD
()� ; �iD

()�] = ��i(Æ� �
�̂�

�̂
); (2.12a)

付帯条件 :
X
�

m̂�X�I�4 (D
()�) = 0: (2.12b)

つぎに関数 A�1 (�)，A
�
2 (�)，D

(;�)�
1 (�)，D(;�)�

2 (�)，D()�
A1 (�)，

D
()�
A2 (�)を導入する．これらは次の積分により求められる.

X
�

K̂��X� ~J��(�iD
()� ; �jD

(�)�)

= �i�jD
(;�)�
1 +D

(;�)�
2 Æij ; (2.13)

X
�

K̂��X� ~J��(�iA
�; �jA

�) = �i�jA
�
1 + A�2 Æij ; (2.14)

X
�

K̂��X�[ ~J��(�iA
� ; �jD

(�)�) + ~J��(�iD
()� ; �jA

�)]

= �i�jD
()�
A1 +D

()�
A2 Æij : (2.15)

ここで，

Ĵ��(f; g) =
1

4
p
2�

Z
(f��� g�� � f�g)je � V̂ jd
(e)d��; (2.16)

~L��(f; g) = [Ĵ��(fE�; E�) + Ĵ��(E� ; gE�)]=E�; (2.17)

~J��(f; g) = Ĵ��(fE� ; gE�)=E�; (2.18)

I�n (F ) =
8�

15

Z 1

0
�nF (�)E�(�)d�; (2.19)

E�(�) =

�
m̂�

�

�3=2
exp(�m̂��2) (2.20)

��� = � + �̂��

m̂�
(e � V̂ )e;

�
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� = �� � �̂��

m̂�
(e � V̂ )e;
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K̂�� =

�
d̂�m+d̂�m

2
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f��� = f(����i ); g�� = g(���i ); f� = f(��i):

9>>>>>>>>=
>>>>>>>>;

(2.21)

(2.16) は Boltzmann 方程式の衝突積分項であり，�� は
� に対応する積分変数，d�

�
= d��1��2��3 で，eは単位

ベクトル，d
(e)は e 方向の立体角素を表す．積分は e

の全方向，��の全空間で行う．(2.10a)-(2.15)では，制限
XA+XB = 1 [(2.9)]を用いていない．すなわち，A�，B�

等は任意の XA，XB (>0) に対して定義されており，そ
れらの関数である．
上で導入された関数を用いて �̂，�̂，kT，D̂AB，�̂1，�̂2，

�̂3，�̂4，�̂5は次の計算から求められる.

D̂AB = XAXB(�̂AA + �̂BB � �̂AB � �̂BA);

D̂T = XAXB(D̂TA � D̂TB); �̂ =
X
�

m̂�X�I�6 (B
�);

�̂
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= 5
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X
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2
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;
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X�I�6 (B
� [A�1 + (m̂��2 � 3)A� � �

2

@A�

@�
]);
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1
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X�I�6 (A
�B�);

�̂3 = �̂
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3 � �̂
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3 � �̂
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3 ;

�̂4 = �̂
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4 � �̂
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4 ; �̂5 = �̂

(A)
5 � �̂
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(2.22)

ここで，
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�);
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(�;)
3 = 1

2

X
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X�X�I�6 (B
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1 �D(�)� @B
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);
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X
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� �
2
@D(�)�

@�
]�A� @B�

@X�
);

�̂
(�)
5 = 1

2

X
�

X�I�6 (B
�D(�)�):

(2.23)

方程式 (2.4)-(2.6)と整合をとるため，(2.22)，(2.23)の結
果において制限XA +XB = 1を用いる必要がある．
先述のように，�̂，�̂，kT，D̂AB は既に柴田が積分方

程式 (2.10)-(2.12)を直接数値的に解き, その解 A�，B�，
D(�)�を積分することにより求めている．残りの係数のう
ち �̂2，�̂5については，同じ解A�，B�，D(�)�を積分す
ることで求めることが出来る．一方，�̂1，�̂3，�̂4の計算
には，(2.13)-(2.15)の Boltzmann方程式の衝突積分項を
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扱う，複雑な積分計算を要する．その数値計算の方法につ
いては 5節において詳しく説明する．
また，これらの係数は，(2.10)-(2.15)にX�が掛かって

いることから分かるように気体中の局所的な成分濃度の
関数であるが，関数形は陽ではない．そこでこれらの係数
の濃度関数形を数値的に構築することが必要となる．その
方法の詳細は 4節において示す．

3. 積分の変形
ここでは数値計算の準備として，式 (2:13)-(2:15)で扱
う積分の変形を行う．まず，式 (2.18)の ~J��(f; g)を次の
ように分解する.

~J��(f; g) = ~G��(f; g)� g~��(f); (3.1)

~G��(f; g) =
1

4
p
2�

Z
E�� f

��
� g��je � V̂ jd
(e)d��; (3.2)

~��(f) =
1

4
p
2�

Z
E�� f�je � V̂ jd
(e)d��; (3.3)

E�� = E�(�i�) (3.4)

(3:2)，(3:3)は，適当な積分変数の変換を施し，実行でき
る積分を実行すると，次のような形に変形できる．
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�2 Z
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�2 + �2 � 2� � �
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Z 2�

0
d ��E
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~��(f) =

p
�

2
p
2

Z
全�

d�j� � �jE�(�)f(�): (3.6)

ここで，

� = ���t a+ ���n (b cos � + (a� b) sin �);

a =
� � �

j� � �j ; b =
� � (� � a)a
j� � (� � a)aj ;

���t =
1

2
j� � �j�1f(1 � m̂�

m̂�
)�2 � (1 +

m̂�

m̂�
)�2 + 2

m̂�

m̂�
� � �g;

���n =

q
�2 � (���t )2; � = (�2i )

1=2:

(2.13)-(2.15)で実際に必要となるのは，f(�i)が �iF (�)，
g(�i)が �iG(�)のような形の場合である．そこでこれらを
(3:1)に代入し，(3:4)，(3:5)を参照してさらに実行できる
積分を実行すると，

~J��(�iF; �jG) = �i�j ~J
��
1 (F;G) + Æij ~J

��
2 (F;G)， (3.7)

と簡略化できる．ここで，

~J��1 (F;G) =
�3=2p
2�2

(�
m̂�

�̂��

�2 Z 1

0

d� �3 exp(m̂�(�2 � �2))G(�)

�
Z 1

�1
dy

�
3�y2 � 2�y � �

�2 + �2 � 2��y

�
X��

t

�
Z 1

jX
��
t j

d� �E�(�)F (�)

�G(�)
Z 1

0
d�E�(�)F (�)[� �

2

3
((� + �)3 + j� � �j3)

+
�

15�
((� + �)5 � j� � �j5)]

�
; (3.8)

~J��2 (F;G) =
�3=2p

2

�
m̂�

�̂��

�2 Z 1

0
d� �4 exp(m̂�(�2 � �2))G(�)

�
Z 1

�1

dy

�
1� y2

�2 + �2 � 2��y

�
X��

t

�
Z 1

jX
��
t j

d� �E�(�)F (�); (3.9)

X��
t (�; �; y) =

(1 � m̂�

m̂�
)�2 � (1 + m̂�

m̂�
)�2 + 2 m̂

�

m̂�
��y

2
p
�2 + �2 � 2��y

; (3.10)

である．この結果，�̂1，�̂3，�̂4 を求める際に必要とな
る関数D

(�;)�
1 ，A�

1，D
()�
A1 は (3:7)および (2:13)-(2:15)

より次の積分から求められることが分かる．

D
(;�)�
1 (�;XA;XB) =

X
�

K̂��X� ~J��1 (D()� ;D(�)�); (3.11)

A�1 (�;X
A;XB) =

X
�

K̂��X� ~J��1 (A�; A�); (3.12)

D
()�
A1 (�;XA; XB) =

X
�

K̂��X� [ ~J��1 (A�; D()�)

+ ~J��1 (D()� ; A�)]: (3.13)

ここではX�を独立変数として陽に示した．A�，D(�)�は
(2:10)，(2:12)の積分方程式の解で，D(�;)�

1 ，A�
1，D

()�
A1

は，m̂�と d̂�に依存するX�と �の関数である．(� = A;B)

4. 濃度による展開
輸送係数の濃度関数形を数値的に構築する方法につい

て説明する．2.2節で示した輸送係数を求める方程式系で
は，各成分気体の濃度X�をパラメータとして与えると，
その濃度における輸送係数が定まる．そこで様々なX�を
パラメータとして与え，濃度に対して離散的に輸送係数を
求めておき，それらの内挿等で濃度関数形を近似する方法
もあるが，本研究ではそれは用いない．本研究では以下に
示すように，輸送係数を濃度について展開し，その濃度関
数形を数値的に構築した．
まず，X�の代わりにパラメータ �

� = XA � 1

2
= �XB +

1

2
; 　(0 � � � 1

2
); (4.1)

を導入する 注)．�で A�，B�，D(�)�を展開する．即ち，

A�(�;XA; 1�XA) =
1X
n=0

A�n(�)�
n; (4.2)

B�(�;XA; 1�XA) =
1X
n=0

B�n (�)�
n; (4.3)

�D(�)�(�;XA; 1�XA) =
1X
n=0

�D
(�)�
n (�)�n ; (4.4a)

�D(�)� = D(�)�
.�1�X�

X�

�
: (4.4b)
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これらを積分方程式 (2:10)～(2:12)に代入し整理すると，
展開係数 A�

n，B
�
n， �D

(�)�
n に対する積分方程式が得られ

る．柴田はその積分方程式を解き，展開係数を求めデータ
ベースとして保存した（積分方程式の具体形，及びその解
法の詳細は文献 [9]）．(3:11)～(3:13)に A�，D(�)� の濃
度展開形 (4:2)，(4:4)を代入し整理すると，D(�;)�

1 ，A�
1，

D
()�
A1 は次のように �の展開形で表すことができる．
　

A�1 (�;X
A; 1�XA) =

1X
n=0

A�1n(�)�
n; (4.5a)

A�1n =

8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

X
�

K̂�� 1

2
~J��
1(0)

(A�p ; A
�
q );

(n = 0);X
�

K̂��[
1

2
~J��
1(n)

(A�p ; A
�
q )

+Æ� ~J��
1(n�1)

(A�p ; A
�
q )];

(n = 1; 2; ::);

(4.5b)

　

�D
(;�)�
1 (�;XA; 1�XA) =

1X
n=0

�D
(;�)�
1n (�)�n; (4.6a)

�D
(;�)�
1n =

X
�

K̂�� ~J��
1(n)

( �D
()�
p ; �D

(�)�
q );

(n = 0; 1; 2; ::);
(4.6b)

�D
(;�)�
1 = D

(;�)�
1

.� (1�X)(1 �X�)

X�

�
; (4.6c)

�D
()�
A1 (�;XA; 1�XA) =

1X
n=0

�D
()�
A1n (�)�

n (4.7a)

�D
()�
A1n =8>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

X
�

K̂�� 1

2
[ ~J��
1(0)

(A�p ;
�D
()�
q )

+ ~J��
1(0)

( �D
()�
q ; A�p )]; (n = 0);

X
�

K̂��[
1

2
~J��
1(n)

(A�p ; �D
()�
q )

+Æ� ~J��
1(n�1)

(A�p ; �D
()�
q )

+
1

2
~J��
1(n)

( �D
()�
p ; A�q )

+Æ� ~J��
1(n�1)

( �D
()�
p ; A�q )];

(n = 1; 2; ::);

(4.7b)

�D
()�
A1 = D

()�
A1

.�1�X

X�

�
: (4.7c)

ここで，

~J��
1(n)

(Fp; Gq) =
nX
i=0

~J��1 (Fi;Gn�i); (4.8)

Æ� =

�
+1; (� = A);
�1; (� = B):

(4.9)

(4.5b)，(4.6b)，(4.7b)から求められる，展開係数 �D
(�;)�
1n ，

A�
1n， �D

(�)�
A1n を保存しておけば任意の濃度に対する

D
(�;)�
1 ，A�

1，D
()�
A1 を (4.5a)，(4.6a)，(4.7a)により即

座に求めることが出来る．
本研究では, �D

(�;)�
1n , A�

1n,
�D
(�)�
A1n から (2.22)，(2.23)に

より各輸送係数の �による展開の展開係数を求め，デー
タベースとして保存した．さらに，任意の濃度に対する輸

送係数の値を与えるプログラムを作成した．これにより，
気体中の局所的な濃度分布に応じた高精度の輸送係数の
値を即座に引き出すことが出来る.

5. 数値計算の方法
(3:8)の F，Gに A�，D(�)� の濃度展開係数を代入する

ことで (4.5b)，(4.6b)，(4.7b)によりD
(�;)�
1 ，A�

1，D
()�
A1

の濃度展開係数が求まる． ~J��1 は Boltzmann方程式の衝
突積分項から導かれた複雑な非線形の積分作用素である．
この ~J��1 の計算を効率よく高精度で行うため，本研究で
は元々の Boltzmann方程式の衝突積分項を求めるために
開発された数値積分核法 [10][11]を参考にした．その方法
を以下に示す．まず，(3:8)を次のように分解しておく．

~J��1 (F;G) = ~G��1 (F;G) �G(�)~��1 (F ): (5.1)

ここで，

~G��1 (F;G) =
�3=2p
2�2

�
m̂�

�̂��

�2 Z 1

0
d� �3 exp(m̂�(�2 � �2))G(�)

�
Z 1

�1
dy

�
3�y2 � 2�y � �

�2 + �2 � 2��y

�
X��

t

�
Z 1

jX
��
t j

d� �E�(�)F (�); 　 (5.2a)

~��1 (F ) =
�3=2p
2�2

Z 1

0

d�E�(�)F (�)[� �
2

3
((� + �)3 + j� � �j3)

+
�

15�
((� + �)5 � j� � �j5)]． (5.2b)

(5.2a)，(5.2b)に含まれる関数F (�)，G(�)が，�の離散
点（格子点）でのみ値が求まっている場合について，(5.2a)，
(5.2b)を計算する［F，Gに代入する A�，D(�)�は積分
方程式 (2.10)，(2.12)の数値解であり，離散点でのみ値が
求まっていることに注意]．� の範囲はもともと [0;1]で
あるが，F，Gの値は有限区間 [0; �max]における格子点
�(l) (l = 0; 1; ::; 2J; �(0) = 0; �(2J) = �max) において既
知とする．

・ ~G��
1 について

関数 F (�)については，次の形を仮定する．

F (�) =

MFX
n=0

an(F )Ln(�
2): 　 (5.3)

ここで，Ln(y)は n次の Laguerre多項式

Ln(y) =
nX

m=0

(�1)m
m!

ym; (5.4)

で，直交関係

Z 1

0
Lm(y)Ln(y) exp(�y)dy = Æmn; (5.5)

を満たす．(5.3)の展開係数 an(F )は

5 Copyright c 2001 by JSCFD



an(F ) =

Z 1

0
2�F (�)Ln(�

2) exp(��2)d�， (5.6)

により求められる．ここでは，格子点 � = �(l)での F の
値を用い，Simpson則により (5.6)の計算を行う．(5:3)を
�2の級数に並びかえると，F は次の形に書ける．

F (�) =

MFX
m=0

�am(F )�2m: 　 (5.7)

一方，G(�)については，区間 [�(2j�2); �(j)]の各々で，格
子点上の値を用いて � の２次関数で補間する．すなわち，

G(�) = a(j)(�)G(2j�2)+ b
(j)

(�)G(2j�1)+ c(j)(�)G(2j);

(j = 1; 2; ::; J): 　　 (5.8)

ここで，

G(j) = G(�(j)); (5.9a)

a(j)(�) =
(� � �(2j�1))(� � �(2j))

(�(2j�2) � �(2j�1))(�(2j�2) � �(2j))
; (5.9b)

b
(j)

(�) =
(� � �(2j�2))(� � �(2j))

(�(2j�1) � �(2j�2))(�(2j�1) � �(2j))
; (5.9c)

c(j)(�) =
(� � �(2j�2))(� � �(2j�1))

(�(2j) � �(2j�2))(�(2j) � �(2j�1))
: (5.9d)

以上の (5:7)，(5:8)を (5.2a)に用いると，�に関する積
分が解析的に行える．結果的に (5:2a)は次のように整理
できる．

~G��1 (F;G) =

MFX
m=0

2JX
l=0

�am(F )G(l)
��lm(�): (5.10)

ここで，


��lm(�) =

p
m̂�

2
p
2

�
m̂�

�̂��

�2

�

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

�
��(0;m)
a ;
(l = 0);

�
��(j;m)
b ;
(l = 2j � 1; j = 1; 2; ::; J);

�
��(j+1;m)
a + �

��(j;m)
c ;

(l = 2j; j = 1; 2; ::; J � 1);

�
��(J;m)
c ;
(l = 2J);

(5.11a)

�
��(j;m)
H (�) =

Z
�(2j)

�(2j�2)
H(j)(�)���(m)(�; �)d�; (5.11b)

(H=a;b;c)

���(m)(�; �) =

Z 1

�1
dy
�3(3�y2 � 2�y � �)

�2(�2 + �2 � 2��y)
e�

m̂�

4
Q��

�
mX
l=0

m!

(m̂�)m
(m̂�)l

l!
(X��

t )2l+1; (5.11c)

Q�� =

(
�2 � �2p

�2 + �2 � 2��y
+
m̂�

m̂�

p
�2 + �2 � 2��y

)2

: (5.11d)

・~��1 について

(5:7)の形の F (�)を (5:2b)に代入し積分を実行すると，

~��1 (F ) =

MFX
m=0

�am(F )��m(�): (5.12)

ここで，

��m(�) =
m!

15
p
2(m̂�)m+ 1

2

[��2�

�(m + 7
2
)

m!
(��1� erf(��)

� 2p
�
e
��2� )� 5��1� �(m +

5

2
)erf(��)

+ exp(���)
mX
l=0

Clm�
2l
� ]; (5.13a)

erf(�) =
2p
�

Z �

0
exp(�x2)dx;

�� =
p
m̂��; �(s) =

Z 1

0

exp(�x)x(s�1)dx;

Clm =
l � 5m� 5

l!
� �(m + 5

2
)

m!
� (m� 5l � 5)

�(l + 5
2
)

:

9>>>>>>=
>>>>>>;

(5.13b)

以上のように，(5.10)，(5.12)により (5.1)が計算でき
る．ここで 
��

lm(�)，��
m(�)は (5:11)，(5:13) から既知関

数の積分によって求められる．また，そのパラメータは唯
一 (m̂A, m̂B)で，(d̂Am, d̂

B
m)及び関数F (�)，G(�)には依存

しない．従って，(m̂A, m̂B)を指定して，
��
lm(�)，��

m(�)

を一度求めれば，様々な (d̂Am, d̂
B
m)及び関数 F (�)，G(�)

に対して (5:1)の積分が計算できる．

6. 計算結果

6.1 結果

本研究では基準の分子直径 d0，基準の分子質量m0と
して，気体Aの分子直径 dAm，分子質量mAを用いて計算
を行った．即ち，d̂Am，m̂

Aは１で，d̂Bm，m̂
B はそれぞれ

気体Aと気体Bの分子の直径比 dBm=d
A
m，質量比mB=mA

を表す．作成したデータベースは,直径比 dBm=d
A
mについて

は 0:5，1，2でそれぞれの直径比に対して質量比mB=mA

が 1，2，3，4，5 の計 15種類である．すべてのパラメー
タについて，�̂ (粘性係数に対応)，�̂ (熱伝導係数に対応)，
D̂AB (相互拡散係数に対応)，kT (熱拡散比に対応)，及び
熱応力項と濃度応力項の係数 �̂1，�̂2，�̂3，�̂4，�̂5をXA

の関数として，Fig. １-Fig. 3にまとめた．Fig. 1は直径
比 dBm=d

A
mが 0.5の結果，Fig. 2は直径比 dBm=d

A
mが 1の

結果，Fig. 3は直径比 dBm=d
A
mが 2の結果である．直径比

が変ると輸送係数の濃度依存性が大きく変ることが分か
る．特に，Fig. 1の直径比 dBm=d

A
mが 0.5の場合，他の二

つに比べて値が大きくなることが分かる．Fig. 2の直径
比 dBm=d

A
mが 1，質量比mB=mAが 1，即ち，気体分子が

力学的同等の場合，

�̂ = 1:270042; �̂ = 2:402855; D̂AB = 0:764215

�̂1 = 0:094600; �̂2 = 0:973953; kT = �̂3 = �̂4 = �̂5 = 0
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の定数となる．また，熱拡散比 k̂T，濃度応力項の係数
�̂3; �̂5，熱・濃度応力項の係数 �̂4 は気体中の局所濃度
に応じて符号が変る．

6.2 計算精度

�̂，�̂，D̂AB，D̂T，�̂2，�̂5の計算精度は計算した全て
のパラメータに対して有効数字 6桁の精度が得られた．ま
た，�̂1，�̂3，�̂4 に対する計算の精度は数値積分核法の
計算における精度と濃度に関する展開における精度の 2つ
を考えた．

・数値積分核法の計算における精度
(5.13)の ��

m の計算では �� = 0 近傍で誤差が大きく
なる為，それを抑えるために 0 � �� � 0:1の区間で，��
の 8次までとった Taylor展開を行った．(5.11)
��

lm の計
算では，積分変数 yに関してその領域を Ny 区間に分割
し，各区間において Legendre多項式の零点を 64点用い
て Gauss-Legendre 積分を行った．積分変数 � に関して
は，�max = 10，2J = 800と固定し各区間での積分には，
Legendre多項式の零点をN�点用いてGauss-Legendre積
分を行なった．また，�=� = 0近傍で誤差が大きくなる為，
それを抑えるために 0 � �=� � 0:1の区間で，�=�の 8次
までとった Taylor展開を行った．
本研究では，上記の N�，Ny，及び A�， �D(�)� を La-

guerre多項式を用いて近似する際の次数MA�，M �D(�)� [式
(5.3)] を変えて計算精度を評価した．その評価方法は，
様々な X� に対し２つの格子系 [Ny; N�;MA� ;M �D(�)� ]，
[N

0

y; N
0

�;M
0

A� ;M
0

�D(�)� ] を用いて得た輸送係数の絶対誤
差 で 評 価し た ．実 際 評 価 に 用 い た 格 子 系は ，
[Ny; N�;MA� ;M �D(�)� ] が [10,32,40,30]，[20,32,40,30]，
[20,64,40,30]，[20,32,35,30]，[20,32,40,25] である．この
結果，直径比 dBm=d

A
m が 0.5に対する全ての輸送係数は

1� 10�4 以下，直径比 dBm=d
A
m が 1，2に対する全ての輸

送係数は 1� 10�5 以下の絶対誤差に抑えられている．

・濃度に関する展開における精度
実際の計算では展開は有限の項数で打ち切る．本研究

では，計算を行った全てのパラメータに対して 71項まで
の展開とした．これによる計算精度の評価は，濃度につい
ての展開をしないで式 (2:10)-(2:23)に直接に様々な XA

を与えて得た輸送係数と，展開を行った場合の輸送係数と
を比較し絶対誤差で評価した．この比較の結果，(d̂Am; d̂

B
m)

が (1; 1)，(m̂A; m̂B)が (1; 5) の場合，全ての輸送係数は
1� 10�5以下の絶対誤差に抑えられている．

7. まとめ

本研究では，二成分混合気体の輸送係数のうち，粘性
係数，熱伝導係数，相互拡散係数，熱拡散係数，及び熱応
力項の係数，濃度応力項の係数を，剛体球分子について，
精度の曖昧な Sonine多項式展開を用いずに，積分方程式
そのものを数値的に解きその解を積分することで求めた．
また，気体中の局所濃度に対する輸送係数が即座に引き出
せるようデータベースを構築した．このデータベースを数
値解析に組み込むことにより，文献 [5]で導出された二成

分混合気体の流体力学的方程式が精確な輸送係数の下で
解析できるようになる．
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注) 式 (4.1)で �を導入するにあたって，濃度に対する制
限
X
�

X� = 1 を用いている．従って，(2.22)に現れる

B�の濃度X 微分 @B�

@X は �の展開形 (4.3)から直接
求めることはできない．本研究では，直接，積分方程
式 (2.11)を濃度 X で微分し， @B�

@X に対する新たな

積分方程式を導き， @B�

@X を濃度展開形で求めた．
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Fig. 1: 直径比 dBm=d
A
m = 0:5の場合の �̂ (粘性係数に対応)，�̂ (熱伝導係数に対応)，D̂AB (相互拡散係数に対応)，k̂T

(熱拡散比に対応)，熱応力項の係数 �̂1; �̂2，濃度応力項の係数 �̂3; �̂5，熱・濃度応力項の係数 �̂4のグラフ．各図に質

量比mB=mA =1，2，3，4，5 の結果を掲載．
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Fig. 2: 直径比 dBm=d
A
m = 1の場合の �̂ (粘性係数に対応)，�̂ (熱伝導係数に対応)，D̂AB (相互拡散係数に対応)，k̂T (熱

拡散比に対応)，熱応力項の係数 �̂1; �̂2，濃度応力項の係数 �̂3; �̂5，熱・濃度応力項の係数 �̂4のグラフ．各図に質量比

mB=mA =1，2，3，4，5 の結果を掲載．
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Fig. 3: 直径比 dBm=d
A
m = 2の場合の �̂ (粘性係数に対応)，�̂ (熱伝導係数に対応)，D̂AB (相互拡散係数に対応)，k̂T (熱

拡散比に対応)，熱応力項の係数 �̂1; �̂2，濃度応力項の係数 �̂3; �̂5，熱・濃度応力項の係数 �̂4のグラフ．各図に質量比

mB=mA =1，2，3，4，5 の結果を掲載．
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