
平成 13年 12月 13日 18:20

第 15 回数値流体力学シンポジウム
B10-3

Ffowcs Williams–Hawkingsの式によるエオルス音の解析
Analysis of Aeolian Tones by Ffowcs Williams–Hawkings Equation
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Aeolian tones generated by a circular cylinder in a two-dimensional uniform flow are analysed by using the Ffowcs
Williams–Hawkings equation which is the exact solution of Lighthill’s equation in the source-moving frame. A
two-dimensional formula of the Ffowcs Williams–Hawkings dipole is obtained and compared with the solution
given by direct numerical simulations of the compressible Navier–Stokes equations. It is found that the aeolian
tones are well approximated by the resulting dipole in which both the Doppler effect and the pseudo sound are
involved. The exact dipole formula is rather complex althought it can be computed from only the force exerted
on the fluid by the cylinder, so a simpler formula is also introduced.

1. 緒言
二次元円柱まわりの流れにより発生するエオルス音に

ついて, 非定常圧縮性ナヴィエ・ストークス方程式の直
接数値シミュレーション (DNS)を用いて研究を進めてき
た.(1−3) 音響学的アナロジーに基づく Lighthill方程式 (4)

の, 無限遠と物体表面がともに静止する系における厳密
解である Curle の式 (5) が, 一様流中の静止物体が発す
るエオルス音についても, ドップラー効果を含んだ形に
変形することで DNSの結果を良く近似できることも分
かってきた.(2,3) 本研究では, 無限遠静止系における移動
物体まわりの変動密度場の厳密な積分解である, Ffowcs
Williams–Hawkings (FWH) の式 (6) の二重極成分を物
体静止系へとガリレイ変換した二次元表式を求め, これ
を DNSと比較することによって適切な二重極近似の可
能性を探る. この FWHの二次元二重極式は, ドップラー
係数に時間積分変数を含んだ複雑なものとなる. より簡
単な表式である, 前述のドップラー効果を含むように変
形されたCurleの二重極近似式についても, FWHとの対
応関係を示して式変形の数学的な根拠を与える.

2. 直接数値シミュレーション
円柱中心を原点とする二次元デカルト座標系x = (x, y)

において, 一様流速度 (U, 0)を与える. 原点からの距離を
r, 上流からの角度を θ とし, 物理量は静止密度 ρ0, 静止
音速 c0 及び円柱直径 D で無次元化する. 非定常の二次
元圧縮性ナヴィエ・ストークス方程式を, 空間微分を 6次
精度 Padé型コンパクト有限差分法,(7) 時間進行を 4次精
度 Runge-Kutta法によって, 直接数値的に解く. 計算境
界は, 円柱表面で断熱すべりなしとし, 遠方では無反射境
界条件 (8) を適用する. 極座標非一様格子を用いるが, 有
効な計算領域は r ≤ 100とし, その外側には r = 1500ま
でバッファー領域を設け後流の渦度が適切に減衰するよ
うにしている. 格子点は 871 (r) × 503 (θ)の約 44万点
となった. 以下では, マッハ数 M = U/c0 = 0.2, 一様流
速に基づくレイノルズ数 Re = UD/ν = 150 の場合につ
いて示す (ν は動粘性係数).

時刻 t = 2000で得られた圧力場を Fig. 1に示す. (a)
は時間平均圧力場からの変動音圧場 ∆p′, (b)が平均圧力
場 ∆p, (c)が全圧力場 ∆pの等圧線図となっている. ここ
で p0 を静止圧力として, ∆p(x, t) = p(x, t)− p0, ∆p(x)
は ∆p の時間平均, ∆p′(x, t) = ∆p − ∆p と定義してい
る. ρ0 と c0 による無次元化のため, p0 は比熱比 γ の逆
数になり, 二原子分子気体と仮定して p0 ≈ 0.714となる.
等圧線は間隔を 5× 10−5とし, 正値, 負値, 0値をそれぞ
れ赤, 青, 緑で表している. Figure 1 (a)より, 円柱近傍で
発生したエオルス音は, 一様流に垂直な方向に交互に放
射されていることから二重極音とみなせるが, ドップラー
効果により指向性を一定角度だけ上流側に傾けて伝播し
ている. Figure 1 (b)の平均圧力場は, 後流領域の影響は
あるものの, 上流が正, 下流が負となる二重極性を示して
いる. この平均圧力場の影響を受けるために, Fig. 1 (c)
の全圧力場では正負のピークがそれぞれ上流側と下流側
にずれていることが分かる.
3. Ffowcs Williams–Hawkingsの式
音響学的アナロジーに基づき, 非定常圧縮性ナヴィエ・

ストークス方程式から Lighthill 方程式が厳密に導かれ
る.(4) 移動境界が存在する場合には, その外側の音の伝播
は次の Ffowcs Williams–Hawkings方程式で表される.(6)

( 1
c2
0

∂2

∂t2
−∇2

)
[H(f)c2

0(ρ− ρ0)]

=
∂2

∂xi∂xj
[H(f)Tij ]− ∂

∂xi

[
pij

∂

∂xj
H(f)

]
(1)

Tij は乱流応力テンソル, σij を粘性応力テンソルとして
pij = (p− p0)δij − σij は圧縮応力テンソル, f = f(x, t)
は境界の内側が正, 外側が負の値を持つ境界指示関数で,
H(f)はヘビサイドの階段関数である. 全時空間で f > 0
とすれば, Lighthill 方程式となる. ここでは, 境界で流
体速度と境界速度が一致して一定であることを仮定して
いる. 式 (1) の無限遠静止系における厳密な積分解が,
Ffowcs Williams–Hawkingsの式である.(6)
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Fig. 1: Isobars with respect to the ambient pres-
sure level p0, obtained by DNS: (a) fluctuating pressure
∆p′ = ∆p −∆p; (b) mean pressure ∆p; (c) total pres-
sure ∆p = p − p0. M = 0.2, Re = 150, t = 2000.
Contours at intervals of 5× 10−5: , positive; ,
negative; , 0
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Fig. 2: Isobars with respect to the ambient pressure
level, computed from the Ffowcs Williams–Hawkings
dipole equation: (a) propagating term ∆p1; (b) pseudo
sound term ∆p2 + ∆p3; (c) total dipole ∆pFWH. Con-
tours at intervals of 5×10−5: , positive; , neg-
ative; , 0
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二次元の FWH式は, 周波数ドメインにおける表現が 0
次ハンケル関数を用いて与えられているが,(9) ここでは
二重極成分のみを, 階段関数を含む時空間グリーン関数

G(x, x′, t− τ) =
H(t− τ −R/c0)

2π
√

(t− τ)2 − (R/c0)2
(2)

によって直接導出することにする. ここで, R = x− x′,
R = |R|である. 二重極成分は, 式 (1)の右辺第二項の積
分により与えられる.
一定な移動物体速度をMc0, M = |M |とし, 物体境界

S が音響学的にコンパクトで点とみなせるとする. 物体
に固定した座標系 η = x′(η, τ)−Mc0(τ − t0) で表面積
分し, 時間積分変数の変換 τ ′ = τ − t + R/c0 を行うと,

∆pFWH(x, t)

=
∫ 0

−∞

dτ ′√−τ ′

[
(2πc0)−1RiḞi

(1−M cos Θ)2R
√
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]

τ

+
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√
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]
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−
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√
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−
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√
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τ

(3)

を得る. ここで, ∆pFWH は c2
0(ρ − ρ0) の二重極成分,

Fi(τ) = − ∫
S

dSj(η)pij(x′(η, τ), τ)は物体から流体に働
く力, Ḟi はその微分, Θは RとM のなす角, Pij(n) =
δij −ninj/|n|2はnに垂直な面への射影テンソルであり,
[ ]τ は時刻 τ での値 (R,F ,Θ)を用いることを示す. こ
こでの位置座標 xは, 遠方静止系であることに注意する.
式 (3)を物体静止系へとガリレイ変換すれば, 目的の表
式が導かれることになる. こうして得られた式を改めて
∆pFWH とおき, 右辺第一項を ∆p1, 第二項を ∆p2, 第三
項を∆p3 と表す. 右辺第四項は高次の微小項である.

DNSによる圧力場 Fig. 1に対応させて, FWHの二重
極を成分ごとに Fig. 2に示す. これは式 (3)より, 流体に
働く力の時間変動 F (t)のみから計算できる. F の各成分
Fx および Fy は, それぞれ円柱に働く抗力および揚力の
反作用である. DNSにより得られた, 円柱に働く力と時
間微分の変動を Fig. 3に示す. F 自体は抗力が支配的で
主に上流を向いているが, その時間微分ベクトル Ḟ は揚
力が支配的で, 流れに垂直な方向を交互に向くことがわか
る. したがって式 (3)より, ∆p1が後者に依存した揚力二
重極, ∆p2と∆p3が前者に依存した抗力二重極とみなせ
る. 実際に, Fig. 1と Fig. 2を比較すると, ∆p1は主流に
ほぼ垂直に伝播する二重極変動音圧場∆p′と, ∆p2 +∆p3

は上流を向いた二重極平均圧力場 ∆pと対応しているこ
とがわかる. Fig. 2で後流領域の等圧線が不連続となっ
ているのは, 円柱を点とみなす近似を行っているためで
あるが, エオルス音は揚力二重極が支配的であり, 円柱か
ら下流方向のこの誤差は無視できるといえる. FWHの
二重極は全体としても, Fig. 2 (c)に見るように DNSに
よる圧力場 Fig. 1 (c)をよく再現している. エオルス音に
ついては二重極式 (3)が, ドップラー効果と平均場効果を
含む非常に良い精度の近似式であることが分かった.
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Fig. 3: Time histories of (a) forces on cylinder and (b)
their time-derivatives: , lift; , drag. M = 0.2,
Re = 150.

4. Curleの式の変形
物体境界及び無限遠方が静止している系では, Lighthill

方程式の厳密解は Curleの式で与えられる.(5) 二次元の
場合には, 前章で FWHの二重極式を導出したのと同様
にして, 二重極近似式を導くことができる.(2,3) 音源を音
響学的にコンパクトであると仮定して, 空間微分を時間
積分変数での微分に置き換える際に, 高次の項を省略せ
ずに残すと, 次式が得られる.

∆pCurle(x, t) =
1

23/2πc1/2r1/2

∫ τ

−∞
dt′

x̂iḞi(t′)√
τ − t′

+
x̂iFi

2πr
+

c1/2

25/2πr3/2

∫ τ

−∞
dt′

x̂iF
′
i (t

′)√
τ − t′

(4)

ここで, cは音速, τ = t−r/cは遅延時刻, x̂ = x/rは観測
点の向きを表す単位ベクトル, F は流体に働く力 F (t)の
時間平均値, F ′(t) = F (t)− F は平均値からの変動であ
る. 右辺第一項を∆pC1, 第二項を∆pC2, 第三項を∆pC3

とおくことにする. この式は, FWHによる式 (3)と比較
して非常に簡単な形をしており, 各項の物理的意味も明
白であるといえる. ∆pC1は振幅が伝播距離の−1/2乗に
比例する音波を表す. 残りは擬音場となる動圧成分であ
り,時間変動しない∆pC2と時間変動する∆pC3から成る.
FWHの二重極式の各項との対応関係は, ∆pC1 ≈ ∆p1,
∆pC2 + ∆pC3 ≈ ∆p2 + ∆p3 となる.
実際には音速 cは一定ではなく, 一様流によるドップ

ラー効果で角度依存性が現れると考えられる. 円柱静止
系において, 上流側から角度を定義して, Θ方向に放射さ
れた音速 c0 の音波が, マッハ数M の一様流に押し戻さ
れて θ の方向に音速 cで伝播していると考えると, 簡単
な計算により c = c0(

√
1−M2 sin 2θ −M cos θ)を得る.

前章で FWHの式をガリレイ変換する際にも, 同じ表式
が得られる. この角度依存する音速 cを式 (4)で用いる
ことで, ドップラー効果を取り入れることができる.
このように変形したCurleの二重極近似式 (4)による圧

力場を, Fig. 4に示す. FWHの場合と同様にして, DNS
により得られた流体に働く力F を代入して計算している.
(a)が∆pC1, (b)が∆pC2 + ∆pC3, (c)が∆pCurleであり,
それぞれが圧縮性 DNSによる Fig. 1 (a–c)および FWH
の二重極 Fig. 2 (a–c)と対応する. 後流に渦度が存在する
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Fig. 4: Isobars with respect to the ambient pres-
sure level, computed from the modified Curle’s dipole:
(a) propagation term ∆pC1; (b) pseudo sound term
∆pC2 + ∆pC3; (c) total dipole ∆pCurle. Contours at
intervals of 5 × 10−5: , positive; , negative;

, 0

領域を除いて, Fig. 1を非常に良く近似しており, 特に音
波成分である (a)は Fig. 2にほぼ一致する. 式 (4)は簡
単な積分形をとるため, 数値計算が容易で各項の物理的
な意味が明解であり, より厳密ではあるが複雑な積分を
含む FWHの二重極式と同等の精度を持つ, 有用な近似
式であるといえる.
5. 結言
音響学的アナロジーに基づく積分解である Ffowcs

Williams–Hawkings の式の, 二次元における二重極近似
表現を求め, 高精度の圧縮性DNSにより得られたエオル
ス音に対し適用して, その有効性を示すことができた. こ
れにより, コンパクトな物体がその表面を通して流体に
及ぼす力のみを用いて, 発生する音場を良い精度で予測
可能であることが示唆される. 特に, 音圧場を表す項には
ドップラー効果が, 擬音場を表す項には平均圧力場がそ
れぞれ適切に含まれているため, これまでよく用いられ
てきた近似式とは異なり, 物体静止系で無限遠圧力を基
準とした圧力場を正しく表現することができる.
また, FWHの二重極式より簡単な形をした,ドップラー

効果を含むように変形された Curleの二重極式を提案し,
これも同様な精度でエオルス音を再現することが分かっ
た. この式を構成する各項の FWHとの対応も明らかと
なり, 式変形の妥当性が示されたといえる.

本研究の数値計算は, 東北大学流体科学研究所のスー
パーコンピュータシステムを利用して行われた.
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