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In this study, the CIP-finite element method (CIP-FEM) is proposed for the analysis of the unsteady 
three-dimensional viscous fluid flows. This method is a combination of the SIMPLER formulation and the CIP 
(Cubic Interpolated Propagation) method. The SIMPLER formulation is used to solve the coupled problem of 
velocity and pressure, and the CIP method is used to deal with the convection terms. The three-dimensional driven 
cavity flow problems are solved up to the Reynolds number of 3,200 with non-uniform meshes. The results agree 
well with those of other research works. 

 
１．緒言 
 
我々の過去の研究において，ナビエ･ストークス方程式の
離散化に関して速度と圧力の連成には SIMPLER 法(1)のプロ
セスを，移流項の解析にはCIP（Cubic Interpolated Propagation）
法(2)を取り入れた CIP型有限要素法が，二次元粘性流の解析
に対して有効であることが数値実験の結果から示されてい
る(3)． 
本研究はこの技法を非定常三次元粘性流の解析に適用し
たものである．計算例としては立方体キャビティ内粘性流れ
問題を取り上げ，レイノルズ数 Re=3,200 までの数値計算を
行った．そして他の研究例との比較を含め，その有効性につ
いて検討した． 
 
２．基礎式 
 
基礎式として連続の式，ナビエ・ストークス方程式の無次
元形を用いる． 
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ただし 
u  ：速度ベクトル，    p  ：（圧力／密度） 

Re  ：レイノルズ数，    t  ：時間 
である． 
CIP法での三次補間関数を求める際には速度の空間一階微
分値が必要であるが，それらは式 (2)の両辺をそれぞれ

z,y,x 方向で微分することにより得られる次式によって支

配される． 

( ) ( ) xxxx
x

Re
p

t
uuuuu

u 21 ∇+∇−∇⋅−=∇⋅+
∂

∂
 (3) 

( ) ( ) yyyy
y

Re
p

t
uuuuu

u 21 ∇+∇−∇⋅−=∇⋅+
∂

∂
 (4) 

( ) ( ) zzzz
z

Re
p

t
uuuuu

u 21 ∇+∇−∇⋅−=∇⋅+
∂

∂
 (5) 

ただし 

zyx ,, uuu  ：x,y,z 方向の速度微分値 

zyx p,p,p ：x,y,z 方向の（圧力／密度）の微分値 
である． 
 
３．ＣＩＰ型有限要素法による定式化 
 

３．１．擬似速度uと圧力の予測値 *p  
 
式(1)と式(2)を SIMPLER法と同様の考え方で解く．すなわ

ち式(2)の非定常項を ( ) tnn ∆−+ uu 1 で離散化すると次式を
得る． 
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式(6)にガレルキン法を適用して擬似速度uを求める．また
式(7)の両辺について発散をとり，式(1)を考慮して得られる
ポアソン方程式 (式(8))にガレルキン法を適用して圧力の予

測値 *p を求める． 

( ) tp* ∆⋅∇=∇ u2     (8) 
 
３．２．移流フェイズと非移流フェイズ 
 
式(2)，(3)，(4)，(5)を移流フェイズと非移流フェイズに分
割すると次式が得られる． 
 
移流フェイズ： 
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非移流フェイズ： 
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３．３．速度および速度微分値の移流フェイズ 
 
 式(9)～(12)に CIP法を適用する．この際，対象となる節点
の上流側要素節点で与えられる速度と速度の微分値につい
ては，式(17)～(20)を用いて正規直交系に写像する． 
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次に，式(21)に示す三次補間関数を用いて上流側要素での

速度分布を近似する．なお式(21)の αβγA は上流側要素節点で
の速度と速度の微分値から得られる係数である． 
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そして，式(22)～(25)から速度の中間値u~とその微分値

ζ∂∂η∂∂ξ∂∂ uuu ,, を求める． 
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ただし 

sss ,, ζηζ ： tuxx is ∆−= ， tvyy is ∆−= ， twzz is ∆−=  
を x-y-z 座標系から正規直交系に写像した値 

である． 
次に正規直交系で求めた速度の中間値 u~およびその微分
値 ζ∂∂η∂∂ξ∂∂ uuu ~,~,~ を式(26)～(29)を用いて x-y-z 座標

系に写像する． 
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３．４．速度および速度微分値の非移流フェイズ 
 
速度の非移流フェイズ(式(13))にガレルキン法を適用し，

速度の予測値 *u を求める． 
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ただし 

t∆  ：タイム・ステップ，  eV  ：一要素の領域 

M  ：総節点数，      iN  ：形状関数 
である． 

圧力の修正量 ( )*n ppp −=δ +1 は式(31)にガレルキン法を
適用して求める． 

( ) ( ) tp * ∆⋅∇=δ∇ u2    (31) 

最後に，式(32)，(33)から次の時刻での速度 1+nu ，圧力 1+np
を得る． 

( )[ ]pt*n δ∇⋅∆−=+ uu 1    (32) 

ppp *n δ+=+1     (33) 
なお次の時刻の速度微分値を求めるためには，式 (13)の

** p,u を 11 ++ nn p,u に置き換え，式(14)～(16)に代入すると
次式が得られる． 

(21) 
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そして，式(34)～(36)にガレルキン法を適用し既知の

uu ~,n 1+ を右辺に代入すると，次の時刻における速度微分値
を求めることができる． 
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ただし 

ezeyex ,, uuu ：速度微分値の要素平均量 

である． 
 
４．数値計算例 
 
図 1に立方体キャビティ内粘性流れ解析の計算領域を，図

2 に計算領域のメッシュ分割図例を示す．計算領域は式(40)
により不等長メッシュで分割する． 

( ){ }
( ){ } ( )

( )[ ]{ }
( ){ } ( )














≥
−

−−−
=

≤
−

−−
=

50
12

111

50
12

11

.x
aexp

dxiaexp
x

.x
aexp

dxiaexp
x

i

i

 (40) 

ただし， 3=a ， Ndx 2= （ N：一辺の分割数）である． 
また計算条件は以下の通りである． 

(1)初期条件 
キャビティ内で， 
速度 ： 000 === w,v,u  
速度微分値 ： 0=== zyx uuu  

 0=== zyx uuu  

 0=== zyx uuu  

圧力 ： 0=p  
(2)境界条件 
 速度 ： 
  面 DHGCで 001 === w,v,u  
  その他の面で 000 === w,v,u  

圧力 ： 
 すべての面で 0=∂∂ np （ただし， n∂∂ は法線方向の
微分である） 
また次式を満足するまで計算を繰り返した． 
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Fig. 1  Computational domain 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 2  Non-uniform meshes (40×40×40) 
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４．計算結果 
 
立方体キャビティ内粘性流れ問題の解析は数値解析技法
の有効性を検証するための典型的な問題である．本研究では
レイノルズ数 Re=400，1,000，2,000，3,200 の場合について
静止状態からの計算を行った．表 1に各計算パラメータ示す．
ここで .maxb （ .minht∆×= 1 ， .minh ：最小格子間距離）は最
大クーラン数である． 
 
４．１．レイノルズ数 Re=400～2,000 での計算 
 
図 3はRe=400での x-y断面上(z=0.5)の速度分布図である．
比較のために本田ら(4)および松田ら(5)の結果と共に示す．た
だし本田らの結果は対象条件を付した半領域での計算結果
である．これより本技法の結果は本田らや松田らの結果とほ
ぼ同様であることが確認できる．また図 4に Re=400におけ
る各断面での圧力分布図を示す．ここでは若干の違いが見ら
れる． 
図 5にはRe=1,000における x-y断面上(z=0.5)での速度分布
図である．同時に松田ら(5)，河合ら(6)や Kuら(7)の結果を含め
て比較したが，ほぼ同様の結果が得られている．図 6 は
Re=1,000における x-y断面上(z=0.5)での速度ベクトル図と圧
力分布図である．比較のために松本ら(8)による結果と共に示
す．文献(8)では等圧線間隔が報告されていないため厳密な比
較はできないが，全体のパターンとしては比較的似通った結

果が得られた．また図 7，8は Re=1,000における z-y 断面上
(x=0.5)および z-x断面上(y=0.5)での速度ベクトル図である．
ただし，本解法の速度ベクトル図は図 7での x-y 断面上速度
ベクトル図の 3 倍スケールで描いている．z-x断面では y=0
および y=1 付近の両端で逆向きの渦が発生することや，z-x
断面では x=0付近での渦の発生が確認できる．同様の現象は
松本らの結果においても確認できる． 
図 9，10，11 は Re=2,000 での速度ベクトル図および圧力
分布図を松田ら (5)の結果と共に示す．ただし，z-x 断面上
(y=0.5)と z-y 断面上(x=0.5)での速度ベクトルは x-y 断面上
(z=0.5)の 10 倍スケールで描かれている（松本らの文献では
報告がないため比較していない）．速度ベクトル図では，本
解法の結果は境界付近における速度の急激な変化を明確に
捉えている．これは本解法で用いたメッシュが境界付近で十
分に細かいためと思われる．また圧力分布図では本解法の結
果は松田らよりも圧力差が小さくなっている．この傾向は
Re=400, 1,000でも同様であった．これは本解法自体の影響と
考えられるが，より詳しい検討が必要であろう．図 10，11
より，z-x 断面上および z-y 断面上で流れの対称性が確認で
きる．図 12は Re=2,000での相対速度変化率δであるが，振
動を伴うものの，その値は計算を繰り返す毎に小さくなって
おり，定常解が得られているものと考えられる．なお松田ら
や松本らの結果でも Re=2,000で定常解の報告がある．

 
Table 1 Computational parameters and results (Re=400, 1,000, 2,000, 3,200) 

Re Method Meshes Δt Loop bmax. Fig. 
CIP-FEM  20×20×20 1.0×10-2 1,590 1.09 3(a), 3(b), 4(a) 

Honda et al. (4) 20×20×10 
(Uniform meshes) 

1.5×10-2 2,139 0.30 3(a), 4(b) 400 

Matsuda et al. (5) 30×30×30 8.0×10-2 270 7.17 3(b) 
CIP-FEM  30×30×30 5.0×10-3 4,202 0.86 5(a), 5(b), 6(a), 7(a), 8(a) 

30×30×30 
(Uniform meshes) 

1.0×10-3～5.0×10-3 ― 0.15 5(b) 
Kawai et al. (6) 

30×30×15 1.0×10-3～5.0×10-3 ― 0.45 5(b) 
Ku et al. (7) 30×30×15 5.0×10-4 ― ― 5(b) 

Matsuda et al. (5) 30×30×30 4.0×10-2 918 2.69 5(a) 

1,000 

Matsumoto et al. (8) 30×30×30 1.0×10-2 ― 0.67 6(b), 7(b), 8(b) 
CIP-FEM  40×40×40 4.0×10-3 29,994 0.94 9(a), 10(a), 11(a), 12 

Matsuda et al. (5) 40×40×40 2.0×10-2 6,202 2.43 9(b), 10(b), 11(b) 2,000 
Matsumoto et al. (8) 30×30×30 1.0×10-2 ― 0.67 ― 

CIP-FEM  40×40×40 4.0×10-3 30,000 0.94 13(a), 14(a), 15(a), 16,17,18 
Kawai et al. (6) 40×40×20 1.0×10-3～5.0×10-3 ― 0.13 13(b), 14(b), 15(b), 17 

Matsuda et al. (5) 40×40×40 1.0×10-2 20,000 0.86 ― 
3,200 

Matsumoto et al. (8) 30×30×30 1.0×10-2 ― 0.67 ― 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) CIP-FEM and Honda et al. (4)                 (b) CIP-FEM and Matsuda et al. (5) 

Fig 3 Velocity distributions at z=0.5 (Re=400) 
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(z=0.5)                               (x=0.5)                               (y=0.5) 
(a) CIP-FEM (Δp=0.01) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(z=0.5)                               (x=0.5)                               (y=0.5) 
(b) Honda et al. (4) (Δp=0.01) 

 
Fig .4 Pressure contours (Re=400) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) CIP-FEM and Matsuda et al. (5)                         (b) CIP-FEM , Kawai et al. (6) and Ku et al. (7) 

 
Fig 5 Velocity distributions at z=0.5 (Re=1,000) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) CIP-FEM (Δp=0.005)                                (b) Matsumoto et al. (8) (Δp：unknown) 
 

Fig.6 Velocity distributions and pressure contours at z=0.5 
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       (a) CIP-FEM               (b) Matsumoto et al. (8) 

 
Fig. 7 Velocity vectors at x=0.5 (Re=1,000) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
        (a) CIP-FEM               (b) Matsumoto et al. (8) 

 
Fig. 8 Velocity vectors at y=0.5 (Re=1,000) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) CIP-FEM (Δp=0.005) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(b) Matsuda et al. (5) (Δp=0.005) 
 

Fig. 9 Velocity vectors and pressure contours at z=0.5 (Re=2,000) 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) CIP-FEM (Δp=0.005) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(b) Matsuda et al. (5) (Δp=0.005) 
Fig. 10 Velocity vectors and pressure contours at x=0.5 (Re=2,000) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) CIP-FEM (Δp=0.005) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(b) Matsuda et al. (5) (Δp=0.005) 
Fig. 11 Velocity vectors and pressure contours at x=0.5 (Re=2,000) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 12 Convergence histories of “δ” (Re=2,000) 
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４．２．レイノルズ数 Re=3,200 での解析 
 
本解法により Re=3,200 での解析をループ数 30,000 まで行
ったが，他の研究例と同様に流れの非定常性が現れた．図 13，
14，15には Loop=30,000での各断面における速度ベクトル図
を河合ら(6)の結果と共に示す．ただし z-y 断面上(x=0.5)および
z-x断面上(y=0.5)の速度ベクトルは x-y 断面上(z-0.5)の 2倍の
スケールで描かれている．これより z-x 断面上(y=0.5)の速度
ベクトルでは対称面において rteroGTaylor &&− 状の縦渦が確認

できる．この現象は河合らや松田ら(5)の結果においても確認
できる．図 16に速度分布図を河合ら(8)の結果と共に示す．た
だし本解法の結果は Loop=24,000, 26,000, 28,000, 30,000の平
均値として描いたものであるが，ほぼ同様の結果が得られて
いる．図 17に x=0.777断面および y=0.022断面での速度ベク
トル図の様子を示すが，図 17(a)の下流域では rteroGTaylor &&−
状の渦が明瞭に確認できる．図 17(b)では湧き出し・吸い込み
のような現象が確認できるが，この現象は河合ら，松田らや
松本ら(8)の結果でも生じている．図 18に相対速度変化率の変
化を示す．δは 1～2%付近で振動しており，流れの非定常性
が確認できる． 
 
５．結 論 
 
 非定常三次元粘性流れ問題に対し SIMPLER 法の概念を取
り入れた有限要素法に CIP法を取り込んだ CIP型有限要素法
を適用した．そして立方体キャビティ内粘性流れ解析を行な
った結果，以下の結論を得た． 
 
 
(1) レイノルズ数 Re=400～2,000 での解析を行った結果，定
常解が得られ，速度場については他の研究例とほぼ同様
の結果が得られることを確認した． 

(2) Re=3,200の場合には他の研究例と同様の構造を有する非
定常流れとなることを確認した．これより本解法の基本
的な有効性を確認した． 

(3) なお計算時間は我々の研究室での有限要素解法に比べて
1.5～2.0倍程度であった． 
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(a) CIP-FEM                (b) Kawai et al. (6) 
 

Fig. 13 Velocity vectors at z=0.5 (Re=3,200, Loop=30,000) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) CIP-FEM                (b) Kawai et al. (6) 
 

Fig. 14 Velocity vectors at x=0.5 (Re=3,200, Loop=30,000) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) CIP-FEM                (b) Kawai et al. (6) 
 

Fig. 15 Velocity vectors at y=0.5 (Re=3,200, Loop=30,000) 
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Fig. 16 Velocity distributions at z=0.5 (Re=3,200, Loop=30,000) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) x=0.777                                           (b) y=0.022 
Fig. 17 Velocity vectors (Re=3,200, Loop=30,000) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 18 Convergence histories of  “δ” (Re=3,200) 
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