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This paper presents a parallel ånite element method for free surface çow analysis based on VOF method．
The stabilized technique based on the SUPG/PSPG formulation is employed．For the solver of nonlinear
equation system，the GMRES method based on the Matrix-Free method is employed．In order to compute a
large scale problem，the parallel ånite element method using the PC cluster is employed．For the numerical
example，3-dimensional broken dam problem is carried out，then the computed result and the parallel
eéciency are considered．This method is shown to be a useful tool for the free surface çow analysis．

1. はじめに

自由表面を有する流れを解析することは工学上重要

な問題である．自由表面流れの解析には，従来，模型実

験が主に行われてきたが，近年ではコンピューター性能

の向上と，計算機の低廉化及び数値流体力学の進歩か

ら，数値シミュレーションが数多く行われるようになっ

てきている．自由表面流れの解析手法は，Lagrange的
移動メッシュを用いて自由表面を直接的に表現する界

面追跡手法と，Euler的固定メッシュを用い自由表面を

間接的に表現する界面捕捉手法に大別される．界面追

跡法の代表的な手法としては，ALE法 (Arbitrary La-
grangian Eulerian 法)1)2)3)やSpace-time法4)などがあ

る．ALE法は自由表面を解析する方法として計算精度

が高いが，自由表面の形状が複雑に変形する場合は解

析メッシュが破綻してしまうことがあり，適用性に問題

が残されている．またSpace-time法は安定でかつ計算

精度が高いものの，計算自由度が他の手法に比べて同

一の問題に対して倍になることから，計算時間や計算

機容量が多大となる問題がある．一方，界面捕捉法に

はVOF法 (Volume of Fluid 法)5)6)やマーカー粒子法7)

などがある．界面追跡法は自由表面の取り扱いが比較

的容易であり，複雑な移動境界の形状，挙動を解析す

るのに優れている．

　本研究では，砕波を含むような複雑な自由表面の挙

動にも安定かつ高精度な解を得られる事を目的とし，

界面捕捉手法のひとつであるVOF法を用いた解析を

行っている．基礎方程式の離散化には，複雑な形状の

解析領域に適用が可能なP1/P1（流速/圧力双 1次）要

素を用い，安定化手法としてSUPG/PSPG(streamline-
upwind/Petrov-Galerkin pressure-stabilizing/Petrov-
Galerkin) 法8)9)を適用した．定式化により導かれた非

線形方程式に対し，Newton-Raphson 法を用いて線形

化を行い，得られた線形方程式を，Matrix-Free法に基

づくGMRES法10)11)により解いている．また，大規模

問題への適用を可能とするため，分散メモリー型並列

計算機を対象とした並列計算手法3)12)を適用している．

並列計算法として，領域分割に基づく方法を用い，通

信には機種依存性のないMPI(Message Passing Inter-
face)を使用した．なお，並列計算機には自作のPC ク

ラスター型並列計算機を用いている．

　本手法の有効性を検討するため，数値解析例として 3
次元ダムブレイク問題の解析を行い，既存の実験値と

の比較と，並列化効率について検討を行った．

2. 数値解析手法

2.1. 流れ場の計算

2.1.1. 基礎方程式

本研究が対象とする非圧縮粘性流体の基礎方程式は

以下の (1)，(2)に示すNavier-Stokesの運動方程式と非

圧縮流体の連続の式で表される．

ö
í
@ui
@t

+ ujui;j Ä fi
ì
Äõij;j = 0 in　ä (1)

ui;i = 0 in 　ä (2)
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ここで，öは密度，uは流速，fは物体力，õijは式(3)で
表される応力テンソルである．

õij = Äpéij + ñ
í
@ui
@xj

+
@uj
@xi

ì
(3)

pは圧力，ñは粘性係数である．ここで，各節点の密度

ö，粘性係数ñは以下の式 (4)，(5)で決定される．

ö= ölû+ög(1 Äû) (4)

ñ= ñlû+ñg (1Ä û) (5)

ここに，ûは界面関数であり，添え字 g，lはそれぞれ，

気体，液体を表す．界面関数は，液体領域でû = 1:0，
気体領域でû= 0:0，自由表面でû= 0:5とする．

　なお，基本境界条件，自然境界条件はそれぞれ式(6)，
(7)のとおりである．

ui = ûi on 　Äg (6)

ti ë õij Ånj = ĥi on　Äh (7)

ここに，Äg，Ähはそれぞれ，基本境界条件，自然境界

条件の与えられる境界を示している．

2.1.2. 安定化有限要素法による定式化

本論文では，基礎方程式の定式化にはP1/P1 要素を

用いた安定化有限要素法 (SUPG/PSPG 法)8)を適用す

る．流速，圧力それぞれの重み関数をwi，qiとすると

式 (8)のような弱形式が導かれる．Z
ä
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左辺第1～3項は式 (1)，(2)に対する通常のガラーキン

項，第 4項は上流化項（SUPG項），第 5項は圧力安定化

項（PSPG 項），第6項は衝撃捕捉（shock-capturing）
項である．なお，上式のúsupg，úpspg，úcontは安定化パ

ラメータであり，それぞれ式(9)，(10)，(11)のように

決めている．

úsupg =

24í 2
Åt

ì 2

+

†
2
ççuhi çç
he

!2

+
í

4ó
h2
e

ì 2
35Ä 1

2

(9)

úpspg = úsupg (10)

úcont =
he
2

ççuhi çç z(Reu) (11)

ここで，heは要素サイズであり式(12)のように決めて

いる．

he = 2

†
nelmX
e=1

si ÅNã;i

!Ä1

(12)

siは流速の単位ベクトル，Nãは形状関数である．また，

Reuは要素レイノルズ数であり，関数zは式(13)のよう

に決めている．

z(Reu) = z

† ççuhi çç he
2ó

!
=

(
Reu=3 　 0 î Reu î 3
1 　 3 < Reu

(13)

2.1.3. 有限要素方程式

式(8)に P1/P1 要素を用いて離散化を行い，有限要

素方程式を導くと以下の式 (14)，(15)のようになる．

(M + Mé)
@ui
@t

+ (N(uj) + Né(uj ))ui

　　 + (K + Ké)ui Ä (G + Gé)p = F + Fé(14)Ä
Gt + Gt

è
Å
ui + Mè

@ui
@t

+ Nè(uj )ui

　　　　　　　　　 + Kèui + Gèp = E + Eè(15)

ここに，uは流速，pは圧力，M，N，K，G，は係数

行列，F，Eは外力ベクトルであり，添字é，èはそれぞ

れSUPG法，PSPG 法に起因する事を示している．な

お，運動方程式の時間方向の離散化にはCrank-Nicolson
法を適用し，圧力及び連続式の流速に関しては陰的に

扱った．

2.2. 自由表面の計算

2.2.1. 基礎方程式

自由表面の運動学的条件は，自由表面上の流体粒子

は常に自由表面上に存在することである．そこで以下

の式(16)に示す，流れ場の計算で求めた流速uiを用い

た界面関数 ûについての移流方程式を解く事で自由表

面の位置を求めることができる．
@û
@t

+ uiû;i = 0　　in　ä (16)

2.2.2. 安定化有限要素法による定式化

基礎方程式(16)の定式化に安定化有限要素法 (SUPG
法)を適用し，関数ûの重みをwとすると式 (17)のよう

な重み付き残差方程式が導かれる．Z
ä
w
í
@û
@t

+ uiû;i
ì
dä

+
nelX
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Z
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í
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ì
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なお，上式のúûは安定化パラメータであり式（18）の

ように決めている．
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2.2.3. 有限要素方程式

式 (17)に三角形 1次要素を用いて補間を行い，有限

要素方程式を導くと式 (19)のようになる．

(M + Mé)
@û
@t

+ (N(ui) + Né(ui))û= 0 (19)

ここにM，Nは係数行列である．なお，時間方向の離

散化にはCrank-Nicolson 法を用いている．

2.3. 非線形方程式の解法

有限要素方程式 (14)，(15)は非線形の方程式である．

流体の挙動を正確に解析するためには，この非線形方

程式を精度良く解く必要がある．Fig.1に本解析のフロ

ーチャートを示す．非線形方程式系に対してNewton-
Raphson 法に基づく反復計算を用いて解を求める．ま

た，反復過程における線形方程式の解法には，大規模

計算に有利な，Matrix-Free法に基づくGMRES法を適

用している．計算方法は以下に説明するとおりである．

2.3.1. Newton-Raphson法による反復解法

(14)，(15)に示す非線形方程式を，次のような連立方

程式で表す．

R (dn+1) = 0 (20)

ここで，dn+1は，n+ 1ステップにおける未知量である．

式 (20)に対し，Newton-Raphson 法を適用すると，式

(21)，(22)に示す線形方程式が導かれる．

Jkn+1
Ä
Ådkn+1

Å
= ÄR

Ä
dkn+1

Å
(21)

Jkn+1
Ä
Ådkn+1

Å
=
@R
@dk

(22)

ここで，kはNewton-Raphson 法の繰り返し計算におけ

るステップを表し，Ådkn+1は，dkn+1に対する増分であ

る．式 (21)は，各時間ステップにおいて収束するまで

繰り返し計算される．

Computation of
density & viscous coefficient

Solve velocity & pressure

Computation of free surface

Input Data

Output data

Start

End

Time loop

GMRES iteration

GMRES iteration

Newton-Raphson iteration

Fig.1. Flowchart of VOF method
using GMRES method

2.3.2. GMRES法による連立1次方程式の解法

線形方程式 (21)の解法として用いるMatrix-Free法
に基づくGMRES法10)11)のアルゴリズムはFig.2に示

すとおりである．inner loop では，ユーザーの決定する

反復回数まで反復計算を行い，outer loop では，それ

までの段階で得られた近似解を初期近似解として，リ

スタートさせている．また，Matrix-Free法を適用し，

反復計算の過程で，要素内の行列とベクトルの積の重

ねあわせを行っているループ内で，要素ごとの行列を

作成している．これにより要素ごとの行列を記憶する

必要がなくなるので，大規模な問題へに対して有利と

なっている．

2.4. 並列計算法

本研究では，大規模な問題への適用を図るため，分

散メモリー型並列計算機を用いた領域分割法に基づく，

並列計算手法を適用している．領域分割法に基づく並

列計算では，各プロセッサーは，割り当てられた部分

領域のデータしか記憶しておらず，計算を行うには不

十分である．この不足分を各プロセッサー間で通信を

行うことで補完する．Fig.2に示されるGMRES法のア

ルゴリズム中で 1ç , 2çは，通信を必要とする計算である．

1çは部分領域のベクトルの内積計算を全体領域で完成

させる際に行う全プロセッサ間通信であり， 2çは要素

ごとのベクトルを全体系のベクトルに重ね合わせる際

に行う隣接プロセッサ間通信である．これらの通信を行

うための通信ライブラリーにはMPI (Message Passing
Interface) を用いている．

　本手法における並列計算の手順を以下に示す．

1. 解析領域全体に関する計算データから領域分割法

により，部分領域データ及び部分領域境界上の節

点データを作成する．

2. 各プロセッサーは割り当てられた部分領域に関す

るデータを読み込む．

3. 各プロセッサーは割り当てられた部分領域の，線

形連立方程式 (21) を作成する．

4. 隣接プロセッサー通信と全プロセッサー通信を行

い，流速と圧力を求める，

5. 各プロセッサーは割り当てられた部分領域の，移

流方程式に関する連立方程式を作成する．

6. 隣接プロセッサー通信と全プロセッサー通信を行い，

界面関数分布を求めて自由表面位置を決定する．

7. Newton-Raphson法により，解が収束するまで3～
6を繰り返す．

8. 時間ステップが終了するまで3～7を繰り返す．

なお，使用した並列計算機の諸量は Table.1に示す

とおりであリ，8台のPC(Personal Computer)をEth-
ernetで接続した．
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ì ê
GMRES outer iterations
for l = 1; :::;nouter

compute initial residual
r0 = b ÄAx0|{z}

1ç
deåne årst Krylov vector

v1 = r0= jjr0 jj2| {z }
2ç

initial right hand side
p = r0

GMRES inner iteration
for j = 1; :::;ninner

matrix-vector product
w = Avj|{z}

1ç
Gramm-Schmidt orthogonalization

for i= 1; :::; j
hi;j = (w; vi)| {z }

2ç
w = w Ä hi;jvi
hj+1;j = jjwjj2| {z }

2ç
deåne next Kryrov vector

vj+1 = w=hj+1;j

previous Givens rotations on ñH
for i = 1; :::; j Ä 1ö

hi;j = cihi;j + sihi+1;j

hi+1;j = Äsihi;j + cihi+1;j

compute next rotation
ç=

p
h2
j;j + h2

j+1;j
Givens rotation on ñH

cj = hj;j=ç; sj = hj+1;j =ç
Givens rotation on Pö

hj;j = ç
hj+1;j = 0ö
pj = cjpj
pj+1 = Äsjpj

inner loop convergence check
if jpj+1 j < " exit loop

back substitution
yj = hÄ 1

j;j pj
form approximate solution

x = x0 +
Pj

i=1 yizi
outer loop convergence check

if jpj+1 j < " exit loop
restart

else x0 = xí ë
Fig.2. Algorithm of GMRES method

Table.1. spaciåcations for the PC cluster
CPU PentiumIII 866MHz

Cache size 256kB

Memory size 512MB
Network 100Base-Tx

3. 数値解析例

3.1. 解析例１

本手法の計算精度と並列化効率を検討するために

ダムブレイク問題の計算を行った．Fig.3に示すよう

に，2m Ç 0:3m Ç 1:0mの解析領域に，初期条件とし

て，鉛直に置かれた板によって静止している 0:45m Ç
0:30m Ç 0:90mの水柱を考える．要素分割は，2:5cm
幅 (80 Ç 12Ç 40 Ç分割) とし，43173節点，230400要
素の解析メッシュを用いた．時間増分量はÅt = 1:0Ç
10Ä3secとし，液体には水（密度998.0kg/m3，粘性係数

1.01Ç10Ä3Ns/m2），気体には空気（密度1.205kg/m3，

粘性係数 1.81Ç10Ä5Ns/m2）を仮定している．境界は

すべて固体壁とし free-slip条件を与えた．

　Fig.4は，水際線の時刻歴について，既存の実験結

果13)14)と本手法による計算結果を比較したものである．

本手法の計算結果は，実験値と若干のずれは見られるも

のの，妥当な結果が得られているといえる．また，Fig.5
は各時刻ステップにおける解析結果（流体領域の形状）

を示したものである．水柱が崩れ壁に衝突するまでの

過程が精度良く計算できていることが確認できる．

次に，本手法の並列化効率を検討するために，領域

をスライス型に分割し，各領域の要素数が等しくなる

ようにして，並列計算を行った．並列計算におけるプ

ロセッサー数は 1，2，4，8台として，各台数における

並列化効果の検討を行った．Fig.6は演算速度倍率と並

列化効率を示しており，本手法の結果は良好な並列化

効率が得られている．

0.45m

0.3m

0.9m

2.0m

1.0m

Fig.3. Computational model

Fig.4. Time histories of water front location
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t=0.2[s]

t=0.4[s]

t=0.6[s]

t=0.8[s]

Fig.5. Computational results
from t = 0.2sec to 0.8sec
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Fig.6. Parallel performance

3.2. 解析例2

次に，本手法を急縮部，急拡部の存在するダムブレイ

ク問題に適用した．解析モデルはFig.7に示すとおりで

あり，2.5cm間隔で節点を配置し，117465節点，652800
要素のメッシュを用いている．その他の計算条件は解

析例１と同じである．

　解析領域をGreedy分割アルゴリズムに基づく領域分

割法15)16)を用いて8つのプロセッサーに割り当て，並

列計算を行った．Fig.8，Fig.9は各時刻ステップにお

ける計算結果（流体領域の形状）を表している．急拡

部で水が 3次元的に広がる様子，また，壁に衝突して這

い上がる様子が捉えられている．

0.50m

1.0m

0.9m

2.0m

1.0m

0.50m 1.0m

0.3m

0.3m

Fig.7. Computational model

t=0.2[s]

t=0.4[s]

Fig.8. Computational results
t = 0.2 sec and t = 0.4 sec
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t=0.6[s]

t=0.8[s]

Fig.9. Computational results
t = 0.6 sec and t = 0.8 sec

4. おわりに

本論文では，並列有限要素法を用いたVOF法による

自由表面流れ解析手法について，計算精度の確認と，並

列化効率の検討を行った．数値解析例としてダムブレ

イク問題を実行し以下のような結論を得た．

è水際線の移流速度について，本手法と既往の実験

を比較した結果，比較的良い一致を示し計算精度

の観点から有効性が確認できた．

è本手法にPCクラスター型並列計算機を用いた並

列計算手法を適用した結果，妥当な並列化効率を

得る事が出来た．

　今後の課題としては，各種問題へ適用すると同時に，

砕波などの現象を解析し，自由表面形状を模型実験と

比較し，界面捕捉の精度向上に関する検討を予定して

いる．
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